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บทท่ี 1 
บทนํา 

 
1. ความเป็นมาและความสาํคัญของปัญหา 
 

 ปัจจุบันวิวัฒนาการทางการแพทย์ได้พัฒนาไปอย่างมาก โดยเฉพาะการนําเทคโนโลยีใหม่ๆ มา
ช่วยในการวินิจฉัยโรคให้แมน่ยําขึ้น เทคโนโลยีภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ (X-ray image) ก็เช่นเดียวกัน 
เทคโนโลยีน้ีได้ถูกนํามาใช้ช่วยวินิจฉัยโรคอย่างกว้างขวาง เพราะเป็นเทคโนโลยีที่มีราคาถูกและบุคคล
ทั่วไปสามารถเข้าถึงได้ง่ายกว่าเทคโนโลยีภาพถ่ายทางการแพทย์ที่ถูกพัฒนา ขึ้นมาในยุคหลัง เช่น MRI 
หรือ CT scan ซึ่งมีราคาในการให้บริการทีสู่งอีกทั้งยังจํากัดอยู่ตามโรงพยาบาลใหญ่ๆ เท่าน้ัน อย่างไรก็
ตามปัญหาสําคัญที่เกิดขึ้นกับ ภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ ก็คือ ภาพชนิดน้ีมักจะปรากฏสัญญาณรบกวนข้ึนที่
ภาพจํานวนมากนํามาซึ่งความไม่ชัดเจนของภาพซึ่งอาจทําให้การวินิจฉยัโรคที่เกิดขึ้นผิดพลาดได้ ดัง-
น้ันงานวิจัยน้ีจึงมุ่งเน้นที่จะหาวิธีลดสัญญาณรบกวนของภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ เพ่ือให้ได้ภาพถ่ายที่ชัดเจน
มากที่สุด อันนํามาซึ่งการวินิจฉัยโรคทีแ่ม่นยําขึ้นน้ันเอง 
 

2. วัตถุประสงค์การวิจัย 
 

 2.1 ศึกษา ค้นคว้า วิจัย และ ออกแบบวิธีลดสัญญาณรบกวนของภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ โดยใช้
วิธีการฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรในปริภูมิเวฟเล็ต 
 2.2 เผยแพร่เทคโนโลยีที่คดิค้นออกสู่วงการวิชาการ เช่น บทความวิชาการ หรือ
วารสารวิชาการ เพ่ือการต่อยอดความรู้และใช้ให้เป็นต่อไปในอนาคต 
 

3. สมมติฐานการวิจัย 
 

 ในงานวิจัยน้ีมีสมมุติฐานว่าเมื่อสร้างวิธีประมาณตัวแปรทางสถิติ คือ ความแปรปรวนท้องถิ่น
แบบมาใหมแ่ลว้เมื่อนําไปประยุกต์ใช้กับฟังก์ชันหดตัวที่ใช้เป็นตัวอย่างเปรียบเทียบ ในการลดสัญญาณ
รบกวนภาพทางการแพทย์แลว้จะสามารถเพ่ิมประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนภาพทางการแพทย์
ได้เมื่อเทียบกับวิธีด่ังเดิม 
 

4. กรอบแนวคิดการวิจัย 
 

 สร้างวิธีใหม่สําหรับใช้ลดสัญญาณรบกวนภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ โดยใช้เทคนิคที่เกี่ยวกับฟังก์ชัน
หดตัวชนิดหลายตัวแปรในปริภูมิเวฟเล็ตซึ่งวิธีใหม่ที่ได้น้ี สามารถประมวลผลได้จรงิภายใต้สภาวะการ
จําลอง (simulation) ที่สมมติุขึ้น 
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5. นิยามศพัท์ 
 

 ภาพที่มีสัญญาณรบกวน หมายถึง ภาพดิจิทัลที่มีสญัญาณรบกวนที่เกิดจากสัญญาณรบกวน
เกาส์สีขาวแบบบวก 
 สัญญาณรบกวนเกาส์สีขาวแบบบวก (additive white Gaussian noise, AWGN) หมายถึง 
สัญญาณรบกวนที่มีลักษณะการกระจายตัวแบบเกาส์ที่มีคา่เฉลี่ยเป็นศูนย์และมีค่าความแปรปรวนใดๆ 
 การแปลงเวฟเล็ต หมายถึง ผลการแปลงเว็ตเล็ตแบบวิยุติ (discrete wavelet transform) 
 



บทท่ี 2 
ทฤษฎีที่เก่ียวข้อง 

 
1. การลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ต 
 

 สําหรับวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิเวฟเล็ตน้ันได้ถูกพัฒนาขึ้นในช่วง 20 ปีที่ผ่านมาน้ี 
โดยกรรมวิธีส่วนมากจะอยู่ในรูปวิธีทางสถิติ (statistical method) ซึ่งแบ่งได้เป็น 2 ประเภทใหญ่ๆ  
คือ วิธีแบ่งขีดเริ่มเปลี่ยนเวฟเล็ต (wavelet thresholding) และวิธีความเสี่ยงแบบเบส์ (Bayes’ risk) 
สําหรับวิธีหลังน้ีจะได้กล่าวถึง หลักการความสัมพันธ์ของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตระหว่างสเกล (parent 
and child relation) ด้วย ซึ่งหลักการน้ีได้ถูกนําเสนอไว้ในงานวิจัยที่ [1] อันจะเป็นหลักการสําคญัที่
จะใช้ในงานวิจัยน้ีต่อไป 
 

2 การแบ่งขีดเริ่มเปลี่ยนเวฟเล็ต 
 

 วิธีน้ีจัดเป็นวิธีเร่ิมแรกสุดของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพบนปริภูมิเวฟเล็ต และ ยังเป็นวิธีที่มี
ขั้นตอนไม่ซับซอ้นอีกด้วย โดยเป็นวิธีที่ศึกษาและออกแบบ ฟังก์ชันหดตัว (shrinkage function) ซึ่ง
เป็นฟังก์ชันที่ใช้ในการลดสัญญาณรบกวน โดยทําการเปลี่ยนสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน 
(noisy wavelet coefficient) ให้เป็นสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน (noise-free 
wavelet coefficient) หรือทําการออกแบบขีดเริ่มเปลี่ยนหรือจุดเริ่มเปลี่ยน (thresholding) ที่จะใช้
กับ shrinkage function น่ันเอง สําหรับ shrinkage function เร่ิมแรกที่นิยมใช้ในการออกแบบ คือ 
ฟังก์ชัน soft และ hard-thresholding [2] ต่อจากน้ันได้มีการพัฒนาฟังก์ชันหดตัวขึ้นอีกอย่าง
ต่อเน่ือง เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพในการลดสญัญาณรบกวน เช่น ฟังก์ชัน firm-shrinkage [3] (ซึ่งเป็น
ฟังก์ชันหดตัวที่ต้องการขีดเริ่มเปลี่ยน 2 ตัวในการลดสัญญาณรบกวน จึงมีประสิทธิภาพมากกว่า 
ฟังก์ชัน soft และ hard-thresholding ที่ต้องการขีดเริ่มเปลี่ยนตัวเดียว) โดยภาพที่ 1 แสดงถึง
ตัวอย่างของฟังก์ชันหดตัวชนิด soft และ hard-thresholding 
 

  
ภาพท่ี 1 จากซ้ายไปขวาแสดงฟังก์ชันหดตัว soft-thresholding และ hard-thresholding 
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สําหรับข้อเสียของ วิธีการแบ่งขีดเริ่มเปลี่ยนเวฟเล็ต คือ ยังมีความไมชั่ดเจนในการหาขีดเริ่มเปลี่ยน 
สําหรับใช้กับฟังก์ชันหดตัวอยู่ [4] 
 

3 ความเสีย่งแบบเบส ์
 

 สําหรับการลดสัญญาณรบกวนภาพด้วย วิธีความเสี่ยงแบบเบส์ น้ันจะอาศัยหลักการทางสถิติ 
คือ การประมาณแบบเบส์ (Bayesian estimation) ซึ่งวิธีน้ีส่วนใหญ่จะอยู่ในรูปของ วิธีภายหลังสูงสุด 
(maximum a posterior, MAP) หรือ วิธีค่าผิดพลาดกําลังสองเฉลี่ยน้อยสุด (minimum mean 
square error, MMSE) โดยในที่น้ีจะกล่าวถึงเฉพาะรายละเอียดของการประยุกต์ใช้ วิธีภายหลังสูงสุด
เท่าน้ัน ดังน้ี 
 

วิธีภายหลังสูงสุด 
 วิธีน้ีจะประยุกต์ใช้ หลักการประมาณภายหลังสูงสุด ในการลดสัญญาณรบกวนภาพในปริภูมิ
เวฟเล็ตซึ่งสมมติุให้สัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตปราศจากสัญญาณรบกวน (noise-free wavelet coefficient) 
มีการแจกแจงตัวแปรสุ่ม 

1 2
[ , , , ]T

d
X X X=X   ซึ่ง 

1
X  คือ ระดับการแปลงย่อย (subband) ที่จะ

พิจารณา และ d  คือ จํานวนระดับความละเอียดของการแปลงเวฟเล็ตที่จะพิจารณา ยกตัวอย่างเช่น 
ถ้ากําหนดให้ 2d =  และจะพิจารณาระดับการแปลง HH1 เราจะพิจารณาสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตใน 
HH1 และ HH2 เท่าน้ัน และมีสัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตที่สังเกตได้ (observed wavelet coefficient) หรือ 
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวน (noisy wavelet coefficient) มีเวกเตอร์สุ่ม คือ 

1 2
[ , , , ]T

d
Y Y Y=Y   และ สัญญาณรบกวนมีเวกเตอร์สุ่ม 

1 2
, ,

T

d
N N Né ù= ê úë ûN   ซึ่งมีฟังก์ชัน

ความหนาแน่นความน่าจะเป็น (probability density function, PDF) คือ ( )f
N
n  และให้ ( )f

x
x  คือ 

ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นของตัวแปรสุ่มของสมัประสิทธ์ิเวฟเล็ตปราศจากสัญญาณรบกวน 
X  เมื่อประยุกต์การประมาณแบบภายหลังสูงสุด จะได้วิธีประมาณสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตปราศจาก
สัญญาณรบกวน x  เมื่อกําหนดให้ความสัมพันธ์ระหว่างสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตและสญัญาณรบกวนเป็น
แบบบวก (additive noise) คือ = +Y X N  ดังน้ี [1] 
 

ˆ( ) argmax ln ( ) ln ( )f fé ù= - +ê úë ûN X
x

x y y x x  (1) 
 

4 ความสัมพนัธ์ของสัมประสิทธิ์เวฟเล็ตระหว่างสเกล 
 

 ในงานวิจัยที่ [1] ได้นําเสนอหลักการความสัมพันธ์ของสมัประสิทธ์ิเวฟเล็ตระหว่างระดับการ
แปลงย่อย เพ่ือประยุกต์ใช้กับวิธีความเสี่ยงแบบเบส์ในการลดสัญญาณรบกวนภาพ ซึ่งวิธีน้ีได้รับความ
นิยมอย่างมาก เพราะให้ประสิทธิภาพในการลดสัญญาณรบกวนภาพที่ดี และมีกรรมวิธีที่ไม่ยุ่งยาก
ซับซ้อน ทําใหใ้ช้เวลาในประมวลผลไม่มากด้วย โดยวิธีน้ีจัดเป็นหลักการท่ีสําคัญ ของการนําเสนอ 
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ภาพท่ี 2 ลักษณะความสัมพันธ์ของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตระหว่างสเกล (parent and child relation) 
 

วิธีลดสัญญาณรบกวนภาพในงานวิจัยน้ี สําหรับหลักการความสัมพันธ์ระหว่างสเกล (parent and 
child relation) คือ สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตชนิดเดียวกัน เช่น แนวนอน (horizontal) แนวต้ัง (vertical) 
หรือ แนวทแยง (diagonal) ที่ระดับการแปลงย่อยความละเอียดน้อย (low resolution subband) 
จะมีความสัมพันธ์ในลักษณะ parent กับสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่ระดับการแปลงย่อยความละเอียดสูง 
(high resolution subband) ที่จะพิจารณา ซึ่งเรียกว่า child ในระดับถัดไป ดังตัวอย่างในภาพที่ 2 
เมื่อต้องการพิจารณาระดับการแปลงย่อย HH1 โดยพิจารณาแค่ 2 ระดับความละเอียด จะเรียก
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ต HH1 ว่า child และม ีparent คือ สมัประสิทธ์ิเวฟเล็ตใน HH2 
 

5 ฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร 
 

 ในงานวิจัยที่ [1] ได้นําเสนอวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพ ด้วยวิธีความเสี่ยงแบบเบส์ โดยใช้วิธี
ภายหลังสูงสุดร่วมกับหลักการความสัมพันธ์ของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตระหว่างสเกลในหัวขอ้ที่แล้ว ซึ่งวิธี
น้ีต้องอาศัยเวกเตอร์สุ่ม (random vectors) ในการอธิบายการกระจายตัวของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ต
ปราศจากสัญญาณรบกวน ทั้งในส่วนของ parent และ child ซึ่งในงานวิจัยที่ [1] ได้ศึกษา
ความสัมพันธ์ของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตระหว่างสเกล ในฐานข้อมูลภาพ Corel และได้สมมุติให้เวกเตอร์
สุ่มของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตดังกล่าวอยู่ในรูป spherically contoured radial exponential random 
vectors โดยมฟัีงก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วม (Multivariate PDF) ดังต่อไปน้ี 

( )
1

exp
d

dK
f

ss

æ ö÷- +ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
X

x
x  (2) 

เมื่อ 2s  คือ ความแปรปรวน และ 
( )( )

/2
1

41 / 2

d
d

K
d

p
p

æ ö+ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè øG +
 และ (.)G  คือ ฟังก์ชันแกมมา  

(Gamma function) 
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 โดยภาพที่ 3 แสดงฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วมของ radial exponential 
random vectors ในกรณี 2d =  ตัวแปร และเมื่อกําหนดให้สัญญาณรบกวนในแต่ละสเกลการ
แปลงเวฟเล็ต มีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วมแบบเกาส์ทีเ่ป็นอิสระต่อกัน มีค่าเฉลี่ยเป็น 

0m =  และความแปรปรวน 2

n
s  จะได้ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วมของสัญญาณรบกวน 

คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1
exp

22
d

n
n

f
sps

æ ö÷ç- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
N

n
n  (3) 

หา ˆix  จากการแก้สมการที ่1 โดยใช้สมการที ่2 และ สมการที่ 3  

( ) ( )
( )

2

2 2
2

11
ln ln ln ln

22
d d

n
n

dK
f f

ss sps

æ ö÷ç æ ö- +÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷- + = - + -çç ÷ ÷çç ÷÷ çè øç ÷÷çè ø
N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f

x

é ù¶ - +ê úë û =
¶

N X
y x x

 

2

1
0i i i

n

y x d x

s s

- +
- =

x
 

2 1
1

i
i

n

y
x

ds

s

=
æ ö÷+ç ÷ç ÷+ç ÷ç ÷÷çè øx

 

กําหนดให้ r = x  

2 1
1

i
i

n

y
x

d

r

s
s

=
æ ö÷+ç ÷ç +÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 
(4) 

เมื่อค่านอร์ม คือ 2 2 2

1 2 d
x x x= + + +x   ดังน้ัน 

2 1
1n

d

r

s
s

=
æ ö÷+ç ÷ç +÷ç ÷ç ÷÷çè ø

y
x  

2 1
1n

d

r r

s
s

+
+ =

y
 (5) 

หา r  จากสมการที่ 5 ดังน้ัน 
2 1
n
d

r
s

s
+

= -y  
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นําสมการที่ 5 แทนในสมการที่ 4 กําหนด 1i =  จะได้ฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร 
2

1 1 1

1

ˆ

n
d

r
x y y

s
s

+ +

æ ö÷+ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= =

y

y y
 

(6) 

เมื่อ ( )max 0,g g+ =  ในงานวิจัยที่ [1] เรียกฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรในสมการท่ี 6 กรณี 

2d = -Dimension 2 2

1 2
y y= +y ดังสมการที่ 7 ว่า Bishrink โดยมีรูปฟังก์ชันหดตัวดังภาพที่ 4 

2
2 2

1 2

1 12 2

1 2

3

ˆ

ny y

x y
y y

s
s

+

æ ö÷ç ÷ç + - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
=

+
 

(7) 

 
ภาพท่ี 3 ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วมของ radial exponential random vectors ใน

กรณี 2d =  ตัวแปร 

 
ภาพท่ี 4 ฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร Bishrink กรณี 2d = -Dimension 
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6 การประมาณพารามิเตอรท์างสถิติสําหรบัฟังก์ชนัหดตวั 
 

 จากสมการที ่ 7 จะเห็นได้ว่าถ้าเราต้องการใช้ฟังก์ชันหดตัว Bishrink ในการลดสัญญาณ
รบกวนน้ันเราจําเป็นที่จะต้องทราบถึงค่าของพารามิเตอร์ทางสถิติทั้ง 2 ชนิดน้ีก่อน คือ ความ
แปรปรวนของสัญญาณรบกวน (noise variance) 2

n
s  และ ความแปรปรวนของสัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตที่

ปราศจากสัญญาณรบกวน (noise-free variance) 2s  ซึ่งเมื่อกําหนดให้ความสัมพันธ์ระหว่าง
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตและสญัญาณรบกวนเป็นแบบบวกแล้ว เราสามารถประมาณค่าความแปรปรวนของ
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวนผ่านทาง ความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มี
สัญญาณรบกวน (noisy variance) 2

y
s  ได้ดังสมการต่อไปนี้ 

2 2 2( )
y n

s s s += -  
 ดังน้ันปัญหาของการประมาณค่าพารามิเตอร์ทางสถิติจึงอยู่ในรูปของการประมาณค่า 2

n
s  

และ 2

y
s  แทน ซึ่งจากงานวิจัยที่ [5] ได้นําเสนอสูตรในการประมาณความแปรปรวนของสัญญาณ

รบกวนในรูป 
2 2

1
ˆ ( / 0.6745)
n

median HHs =  
 

 ส่วนความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนน้ัน งานวิจัยที่ [6] ได้นําเสนอ
วิธีประมาณที่เรียกว่า การประมาณความแปรปรวนท้องถิ่น (local variance estimation) โดยจะเป็น
เน้ือหาที่จะนําเสนอหลักในงานวิจัยช้ินน้ี ซึ่งจะได้กล่าวถึงรายละเอียดในบทถัดไป 



บทท่ี 3 
วิธีการและขัน้ตอนการดาํเนินงาน 

 
1. ความแปรปรวนท้องถ่ิน 
 

 ในงานวิจัยที่ [6] ได้นําเสนอ วิธีประมาณความแปรปรวนท้องถิ่น (local variance 
estimation) ภายใต้เง่ือนไขที่ว่าสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวน (noisy wavelet 
coefficient) ใน subband ที่กําลังพิจารณาแต่ละตัว ( )y k  เมื่อ 1,2, ,k N=   โดย N  คือ 
จํานวนสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตในแต่ละ subband จะมีความแปรปรวน 2( )

y
ks  แต่ละค่าทีแ่ตกต่างกัน

ภายใต้กรอบหน้าต่างสี่เหลี่ยม (square window) ( )N k  ที่มีจดุศูนย์กลางอยู่ที่ ( )y k  โดยเราจะเรียก
ความแปรปรวนของสัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนแต่ละค่า 2( )

y
ks  น้ีว่า ความแปรปรวนของ

สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนท้องถิ่น (local noisy variance) ซึ่งแสดงได้ดังภาพที่ 5 โดยใน
ที่น้ีจะใช้สัญลกัษณ์ ( )kq  แทนสญัลักษณ ์ 2( )

y
ks  เพ่ือให้สะดวกต่อการเขียนสัญลักษณ์ 

 

 
 

ภาพท่ี 5 ความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนทอ้งถิ่น 
 

ซึ่งถ้าสมมุติใหฟั้งก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นก่อนหน้าของความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟ
เล็ตที่มีสญัญาณรบกวนท้องถิ่น (local noisy variance prior PDF) 

( )
( ( ))

k
f kq q  มีอยู่จริง เรา

สามารถประยุกต์ใช้วิธีภายหลังสูงสุด ในการประมาณ ( )kq  ได้ดังต่อไปนี้ [6] 

( )

2

( )
0 ( )

ˆˆ ( ) ( ) argmax ln ( | ( )) ( ( ))
y j k

k j N k

k k f y k f kq
q

s q q q
³ Î

é ùæ öæ ö ÷ç ÷ê ç ú÷÷ç= = ç ÷÷ê úçç ÷÷÷çç ÷çè øê úè øë û
  (8) 

เมื่อ ( | ( )), ( )
j

f y k j N kq Î  คือ ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มี
สัญญาณรบกวน (noisy wavelet coefficients PDF) ภายใต้พารามิเตอร์ ( )kq  
 โดยเราจะสามารถหาความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่ปราศจากสัญญาณรบกวน
ท้องถิ่น (local noise-free variance) 2( )ks  ได้ดังน้ี 2 2( ) ( ( ) )

n
k ks q s

+
= -  
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 สําหรับในงานวิจัยฉบับน้ี จะนําเสนอวิธีคํานวณความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มี
สัญญาณรบกวนท้องถิ่น ( )kq  ใน 2 กรณีคือ กรณีที่สมมุติให้ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น
ของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนมีการกระจายตัวแบบลาปลาซ (Laplacian distribution) 
และ การกระจายตัวแบบเกาส์ (Gaussian distribution) ตามลําดับ โดยสมมุติให้ฟังก์ชันความ
หนาแน่นความน่าจะเป็นก่อนหน้าของความแปรปรวนของสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตที่มีสญัญาณรบกวนท้อง 
ถิ่น เป็นการกระจายตัวแบบพาเรโต (Pareto distribution) ดังน้ี 
 

2 กรณี ลาปลาซ-พาเรโต 
 

 กรณีน้ีจะสมมติุให้สัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวน ม ี PDF แบบลาปลาซท่ีมคี่าเฉลี่ย

เป็น 0 และความแปรปรวน 
1
( )kq  คือ 

1

11

1 2
( | ( )) exp

( )2 ( )
j j

f y k y
kk

q
qq

æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè ø
 ส่วนฟังก์ชัน

ความหนาแน่นความน่าจะเป็นก่อนหน้า คือ การกระจายตัวแบบพาเรโต 
1( ) 1 1

1

( )
( ( ))

( ( ))

l
m

k l

l
f k

kq

q
q

q +
=  

ซึ่งมีพารามิเตอร์ คือ , 0
m
lq >  ดังน้ัน 

11 ( ) 1 1
( ) ( )1 11

( )1 2
( | ( )) ( ( )) exp

( ) ( ( ))2 ( )

M
l

m
j k j l

j N k j N k

l
f y k f k y

k kk
q

q
q q

q qq +
Î Î

æ ö æ öæ ö ÷ç ÷ç÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷=ç ÷ç÷ ç÷ç ÷ç÷ ÷ ç÷ç ÷ççè ø ÷ç è øè ø
å  

11 ( ) 1 1
( ) ( )1

1

1 2
ln ( | ( )) ( ( )) ln ln( ( ))

2 2 2 ( )

ln( ( ) ) ( 1)ln( ( ))

j k j
j N k j N k

l

m

M M
f y k f k k y

k

l l k

qq q q
q

q q
Î Î

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷÷ç ÷= - -ç ç÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷ç÷çç ÷ è øè øè ø
+ - +

å  

เมื่อ M  คือ จํานวนสัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตในหน้าต่าง ( )N k  
หาค่า 

1
( )kq  จากสมการที่ 8 โดย 

11 ( ) 1
( )

1

ln ( | ( )) ( ( ))

0
( ( ))

j k
j N k

f y k f k

k

qq q

q
Î

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç¶ ç ÷÷çç ÷÷÷çç ÷è øè ø
=

¶


 

3/2
( )1 11

1 1
0

2 ( ) ( )2( ( ))
j

j N k

M l
y

k kkq qq Î

+
+ - =

- å  

ดังน้ัน 
2

( )

1
ˆ ( )

2 1
2

j
j N k

y

k
M

l

q Î

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ +ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø

å
 (9) 
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ทําการหาค่าพารามิเตอร์ , 0
m
lq >  จากงานวิจัยที่ [7] 

เมื่อกําหนดให้ 
2

1,
( )

ˆ ( ) 2 /
ML j

j N k

k y Mq
Î

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
å  แล้ว ( )1,

ˆ ˆmax min ( ) ,
m MLk

kq qé ù= Îê úë û  และ l̂ =

1,
1

ˆ ˆ(ln( ( )) ln( ))
N

ML m
k

N

kq q
=

-å
 โดย Î คือ จํานวนที่มีค่ามากกว่า 0 ที่มีค่าน้อยๆ ซึ่งเราจะเรียกวิธีน้ี

ว่า Laplacian-Pareto 
 

3 กรณี เกาส-์พาเรโต 
 

 กรณีน้ีจะสมมติุให้สัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตที่มีสัญญาณรบกวนมี PDF แบบเกาส์ที่มีค่าเฉลีย่เป็น 0 

และความแปรปรวน 
2
( )kq  คือ 

2

2
22

1
( | ( )) exp

2 ( )2 ( )

j

j

y
f y k

kk
q

qpq

æ ö- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 ส่วนฟังก์ชันความ

หนาแน่นความน่าจะเป็นก่อนหน้า คือ การกระจายตัวแบบพาเรโต 
2 ( ) 2 1

2

( )
( ( ))

( ( ))

l

m
k l

l
f k

kq

q
q

q +
=  ซึ่งมี

พารามิเตอร์ คือ , 0
m
lq >  ดังน้ัน 

2

2

2 ( ) 2 1
( ) ( )2 22

( )1 1
( | ( )) ( ( )) exp

2 ( ) ( ( ))2 ( )

M
l

m
j k j l

j N k j N k

l
f y k f k y

k kk
q

q
q q

q qpq +
Î Î

æ ö æ öæ ö ÷ç - ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ ç=ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç ççè ø è ø÷çè ø
å  

2

2

( )

2 ( ) 2 2
( ) 2

2

1
ln ( | ( )) ( ( )) ln ln( ( ))

2 2 2 2 ( )

ln( ( ) ) ( 1)ln( ( ))

j
j N k

j k
j N k

l

m

y
M M

f y k f k k
k

l l k

qq q q
p q

q q

Î

Î

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷÷ç ÷= - -ç ç÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷ç÷çç ÷ è øè øè ø
+ - +

å
  

หาค่า 
2
( )kq  จากสมการที่ 8 โดย 

22 ( ) 2
( )

2

ln ( | ( )) ( ( ))

0
( ( ))

j k
j N k

f y k f k

k

qq q

q
Î

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç¶ ç ÷÷çç ÷÷÷çç ÷è øè ø
=

¶


 

2

2
( )2 22

1 1
0

2 ( ) ( )2( ( )) j
j N k

M l
y

k kkq qq Î

- +
+ - =å  

ดังน้ัน 
2

( )

2
ˆ ( )

1
2

j
j N k

y

k
M

l

q Î=
æ ö÷ç ÷+ +ç ÷ç ÷çè ø

å
 (10) 

ทําการหาค่าพารามิเตอร์ , 0
m
lq >  จากงานวิจัยที่ [7] 
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เมื่อกําหนดให้ 2

2,
( )

ˆ ( ) /
ML j

j N k

k y Mq
Î

= å  แล้ว ( )2,
ˆ ˆmax min ( ) ,
m MLk

kq qé ù= Îê úë û  และ l̂ =

2,
1

ˆ ˆ(ln( ( )) ln( ))
N

ML m
k

N

kq q
=

-å
 ซึ่งเราจะเรียกวิธีน้ีว่า Gaussian-Pareto 



บทท่ี 4 
ผลการทดลอง 

 
 ในงานวิจัยน้ีจะทดสอบประสิทธิภาพ ของวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพที่นําเสนอ คือ วิธี 
Laplacian-Pareto และ วิธี Gaussian-Pareto กับ วิธีมาตรฐานที่มกีารนําเสนอไว้ในอดีต คือ วิธี 
LAWMAP ซึ่งนําเสนอไว้ในงานวิจัยที่ [6] และ วิธี MLAP-MMSE ที่นําเสนอไว้ในงานวิจัยที่ [8] โดยใช้
การแปลงเวฟเล็ต ชนิด DT-CWT (dual-tree complex wavelet transform) ซึ่งเป็นการแปลงเวฟ
เล็ตที่มีคุณสมบัติ redundant ซึ่งจากงานวิจัยที่ [9] พบว่าจะให้ประสิทธิภาพในการลดสัญญาณ
รบกวนที่ดีกว่าการใช้ วิธีการแปลงเวฟเล็ตแบบ DWT (discrete wavelet transform) ทั่วไป โดยใช้
ขนาดหน้าต่างเพ่ือคํานวณความแปรปรวนทอ้งถิ่น ( )N k  ขนาด 7 7´  ซึ่งเป็นขนาดมาตรฐานที่ใช้ใน
งานวิจัยที่ [9] และจะทดสอบกับส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (standard deviation, SD) ของสัญญาณ
รบกวนที่ 5,10

n
s = และ 15  โดยภาพที่นํามาทดสอบ คอื ภาพขนาด 512X512 จุดภาพ (pixel) 

มาตรฐาน Lena และ ภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ จํานวน 2 ภาพ ซึ่งจะเรียกว่า ภาพ X-ray 1 และ X-ray 2 
ซึ่งเป็นภาพขนาด 512X512 จุดภาพ เช่นกัน และใช้ตัววัดประสิทธิภาพ คือ ค่าสัญญาณยอด (peak 
signal to noise ratio, PSNR) โดยค่า PSNR ที่ได้จะเกิดจากการทดสอบและหาค่าเฉลี่ยแบบสุ่ม
จํานวน 5 ครั้ง 
 

1. ผลการทดสอบภาพ Lena 
 

 ตารางที่ 1 แสดงค่า PSNR ของผลการทดสอบประสิทธิภาพของวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิด
ต่างๆกับภาพ Lena และ ภาพท่ี 6 แสดงภาพ Lena ภาพที่ 7 แสดงภาพ Lena ทีม่ีสัญญาณรบกวน 

10
n

s =  ภาพที่ 8 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP ภาพที่ 9 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวน
แบบ MLAP-MMSE ภาพที่ 10 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto และ ภาพที่ 11 
แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto 
 

ตารางที่ 1 ค่า PSNR ผลการทดสอบประสิทธิภาพวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิดต่างๆกับภาพ Lena 
 

SD ( )
n

s  5 10 15 
LAWMAP [6] 37.91 35.17 33.41 

MLAP-MMSE [8] 37.83 35.27 33.27 
Laplacian-Pareto 37.94 35.35 33.66 
Gaussian-Pareto 38.33 35.17 33.26 
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ภาพท่ี 6 ภาพ Lena ขนาด 512X512 จุดภาพ 
 
 

 
 

ภาพท่ี 7 ภาพ Lena ที่มีสญัญาณรบกวน 10
n

s =  
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ภาพท่ี 8 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP [6] (PSNR=35.17) 
 
 

 
 

ภาพท่ี 9 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ MLAP-MMSE [8] (PSNR=35.27) 
 
 



15 
 

 
 

ภาพท่ี 10 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto (PSNR=35.35) 
 
 

 
 

ภาพท่ี 11 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto (PSNR=35.17) 
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2. ผลการทดสอบภาพ X-ray1 
 

 ตารางที่ 2 แสดงค่า PSNR ของผลการทดสอบประสิทธิภาพของวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิด
ต่างๆกับภาพ X-ray1 และ ภาพที่ 12 แสดงภาพ X-ray1 ภาพที่ 13 แสดงภาพ X-ray1 ที่มีสญัญาณ
รบกวน 15

n
s =  ภาพที่ 14 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP ภาพที่ 15 แสดงวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบ MLAP-MMSE ภาพท่ี 16 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto 
และ ภาพที่ 17 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto 
 

ตารางที่ 2 ค่า PSNR ผลการทดสอบประสิทธิภาพวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิดต่างๆกับภาพ X-ray1 
 

SD ( )
n

s  5 10 15 
LAWMAP [6] 45.49 41.16 38.51 

MLAP-MMSE [8] 45.92 41.77 39.43 
Laplacian-Pareto 45.77 41.47 39.44 
Gaussian-Pareto 44.01 40.00 37.00 

 

 
 

ภาพท่ี 12 ภาพ X-ray1 ขนาด 512X512 จุดภาพ 
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ภาพท่ี 13 ภาพ X-ray1 ที่มีสัญญาณรบกวน 15
n

s =  
 
 

 
 

ภาพท่ี 14 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP [6] (PSNR=38.51) 
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ภาพท่ี 15 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ MLAP-MMSE [8] (PSNR=39.43) 
 
 

 
 

ภาพท่ี 16 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto (PSNR=39.44) 
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ภาพท่ี 17 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto (PSNR=37.00) 
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3. ผลการทดสอบภาพ X-ray2 
 

 ตารางที่ 3 แสดงค่า PSNR ของผลการทดสอบประสิทธิภาพของวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิด
ต่างๆกับภาพ X-ray2 และ ภาพที่ 18 แสดงภาพ X-ray2 ภาพที่ 19 แสดงภาพ X-ray2 ที่มีสญัญาณ
รบกวน 5

n
s =  ภาพท่ี 20 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP ภาพที่ 21 แสดงวิธีลด

สัญญาณรบกวนแบบ MLAP-MMSE ภาพท่ี 22 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto 
และ ภาพที่ 23 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto 
 

ตารางที่ 3 ค่า PSNR ผลการทดสอบประสิทธิภาพวิธีลดสัญญาณรบกวนชนิดต่างๆกับภาพ X-ray2 
 

SD ( )
n

s  5 10 15 
LAWMAP [6] 44.88 39.90 37.18 

MLAP-MMSE [8] 44.94 40.50 37.98 
Laplacian-Pareto 45.00 40.52 38.00 
Gaussian-Pareto 43.00 38.90 36.00 

 
 

 
 

ภาพท่ี 18 ภาพ X-ray2 ขนาด 512X512 จุดภาพ 
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ภาพท่ี 19 ภาพ X-ray2 ที่มีสัญญาณรบกวน 5
n

s =  
 
 

 
 

ภาพท่ี 20 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ LAWMAP [6] (PSNR=44.88) 
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ภาพท่ี 21 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ MLAP-MMSE [8] (PSNR=44.94) 
 
 

 
 

ภาพท่ี 22 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Laplacian-Pareto (PSNR=45.00) 
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ภาพท่ี 23 แสดงวิธีลดสัญญาณรบกวนแบบ Gaussian-Pareto (PSNR=43.00) 
 



บทท่ี 5 
สรุปผลการวิจัย 

 
1. สรุปผลการวิจัย 
 

 งานวิจัยฉบับน้ีได้นําเสนอเทคนิคการลดสัญญาณรบกวนภาพถ่ายรังสีเอ็กซ์ ผ่านกระบวนการ
แปลงเวฟเล็ต โดยใช้ฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรและได้นําเสนอกระบวนการประมาณพารามิเตอร์
ทางสถิติ (ความแปรปรวนทอ้งถิ่น) ขึ้นมาใหม่ 2 วิธี คือ Laplacian-Pareto และ Gaussian-Pareto 
เพ่ือใช้กับฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรทีม่ี ซึ่งผลการทดลองกับภาพมาตรฐานและตัวอย่างภาพถ่าย
รังสีเอ็กซ์พบว่าให้ผลการทดสอบเป็นที่น่าพอใจ กล่าวคอื ให้ประสิทธิภาพที่เทียบเท่าหรือดีกว่าวิธีการ
ด่ังเดิมที่ได้มีการนําเสนอไว้ 
 

2. อภิปรายผลการวิจัย 
 

 เป็นที่น่าสังเกตว่าในการทดสอบบางกรณี คือ ที่ระดับสัญญาณรบกวนสูงๆ เช่น ที่ส่วน
เบ่ียงเบนมาตรฐานของสัญญาณรบกวน 10

n
s >  จะพบว่าวิธีที่นําเสนอมีประสิทธิภาพที่เท่ากับหรือ

อาจจะด้วยกว่าวิธีการด่ังเดิมที่มีอยู่แล้ว ซึ่งน่ันเป็นจุดที่จะต้องหาทางปรับปรุงประสิทธิภาพวิธีการที่
นําเสนอให้มีประสิทธิภาพดีย่ิงข้ึนต่อไปในอนาคต 
 

3. ข้อเสนอแนะ 
 

 สําหรับวิธีลดสัญญาณรบกวนภาพด้วยการแปลงเวฟเล็ตโดยใช้ฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร
น้ี จากงานวิจัยในอดีตจะพบว่ามีผู้นําเสนอฟังก์ชันหดตัวหลากหลายรูปแบบด้วยกัน ดังน้ัน ถ้า
ประยุกต์ใช้วิธีประมาณพารามิเตอร์ทางสถิติที่นําเสนอในงานวิจัยน้ีกับฟังก์ชันหดตัวชนิดอ่ืนๆนอกจาก 
Bishrink ที่ได้นําเสนอไปแล้วน้ัน ก็อาจจะทําให้ประสิทธิภาพการลดสัญญาณรบกวนดีขึ้นก็เป็นได้ 
นอกจากน้ีแทนที่จะใช้การกระจายตัวก่อนหน้าแบบพาเรโตดังที่ได้นําเสนอไปแล้วน้ัน เราอาจใช้การ
กระจายตัวแกมมา (Gamma distribution) หรือ การกระจายตัวไคสแควร์ (Chi-Square distribu-
tion) แทนก็ได้ ดังน้ันหัวข้อเหล่าน้ีจึงเป็นเรื่องที่น่าศึกษาค้นคว้าต่อไปในอนาคต 
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 ในรายงานฉบับน้ีเราประยุกต์ใช้หลักการประมาณแบบเบส์ในการหาตัวแปรหรือพารามิเตอร์ที่

ไม่ทราบค่า โดยสามารถสรุปลักษณะของปัญหาได้ดังน้ี เมื่อกําหนดให้ 
1 2
, ,a aé= êëa ,

T

d
a ùúû  เป็นตัว

แปรหรือพารามิเตอร์ที่ไม่ทราบค่า และ 
1 2
, , ,

T

d
b b bé ù= ê úë ûb   เป็นตัวแปรหรือพารามิเตอร์ที่สังเกตได้ 

(ทราบค่า) ในกรณีที่เราต้องการหาฟังก์ชัน ( ) ( ) ( )1 2
, ,d dé= êëd b b b ( ),

T

d
d ù

úûb  เพ่ือใช้ในการ

ทํานาย a  ให้แมน่ยําที่สุด 
 เมื่อประยุกต์ใช้การประมาณแบบเบส์ในการหาฟังก์ชัน ( )d b เราจะพิจารณาให้ a  และ b  

เป็นค่าของเวกเตอร์สุ่ม 
1 2
, , ,

T

d
A A Aé ù= ê úë ûA   และ 

1 2
, , ,

T

d
B B Bé ù= ê úë ûB  ตามลําดับ ซึ่งมีฟังก์ชัน

ความหนาแน่นความน่าจะเป็นชนิดหลายตัวแปร (Multivariate Probability Density Function, 
Multivariate PDF) คือ ( )f

A
a  และ ( )f

B
b จากน้ันจึงเลือกฟังก์ชัน ( )d b ที่ทําให้ค่าเฉลี่ยการสูญเสีย

อย่างมีเง่ือนไข (Condition Expected Loss) ( )R d  ที่นิยามดังต่อไปน้ีให้มีค่าตํ่าสุด 

( ) ( )( ) ( ) 1 2
,

d
R L f da da da= ò ò ò A|B
d a d b a | b   

เมื่อ ( )( ),L a d b  คือ ฟังก์ชันการสูญเสีย (Loss Function) 

 ( )f
A|B
a | b  คือ ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นอย่างมีเง่ือนไข (Conditional 

Probability Density Function, Conditional PDF) =A a

ต่อเมื่อ =B b  
ดังน้ัน ฟังก์ชัน ( )i

d b เมื่อ 1,2, ,i d=  ที่ทําใหค้่าเฉลี่ยการสญูเสียอย่างมีเง่ือนไขตํ่าที่สุด คือ การ
แก้ระบบสมการต่อไปนี้ 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

argmin

argmin

argmin
d

d

d

d
d

d R

d R

d R

é ù= ê úë û
é ù= ê úë û

é ù= ê úë û

b d

b d

b d


 

 

การประมาณแบบภายหลงัสูงสุด (Maximum a Posterior, MAP) 
 

วิธีน้ีจะนิยามฟังก์ชันการสูญเสียอยู่ในรูป ( )( )0/1
,L a d b  ซึง่มีนิยามดังต่อไปนี้ 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2

0/1
1 1 2 2

0, , , ,
,

1, , , ,
d d

d d

a = d a = d a = d
L

a d a d a d

ìïïï= íï ¹ ¹ ¹ïïî

b b b
a d b

b b b




 

คํานวณค่าเฉลีย่การสูญเสียอย่างมีเง่ือนไข (Condition Expected Loss) 
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( ) ( )
( )( )( )1 2

1 2

1 2

d

d

d

a a a
d d d

R f da da da
¹ ¹ ¹

= ò ò ò A|B

b b b

d a | b   

( ) ( ) ( )( )( )1 1 2 2
1 , , ,

d d
f a = d a = d a = d= -
A|B

b b b | b  

ดังน้ันฟังก์ชัน ( )i
d b ที่ทําให้ ( )R d ตํ่าที่สดุ คือ การแก้ระบบสมการ ต่อไปนี้ 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

argmax

argmax

argmax
d

a

a

d
a

d f

d f

d f

é ù= ê úë û
é ù= ê úë û

é ù= ê úë û

A|B

A|B

A|B

b a | b

b a | b

b a | b


 

หรือเขียนในรูป 

( ) ( )argmax fé ù= ê úë ûA|B
a

d b a | b  

จากกฎของเบส์ (Bayes’ Rule) 

( ) ( ) ( )
( )

|
|f f

f
f

= BA A

A|B

B

b a a
a | b

b
 

เมื่อ ( )|
|f

BA
b a  คือ ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นมีเง่ือนไข =B b  เมื่อ =A a  ดังน้ัน 

( ) ( ) ( )argmax f fé ù= ê úë ûB|A A
a

d b b | a a  

ซึ่งสมการน้ี คอื สมการทีใ่ช้ประมาณตัวแปรหรือพารามิเตอร์แบบภายหลังสูงสุด 
 

การประมาณแบบผิดพลาดกําลังสองเฉลีย่น้อยสุด (Minimum Mean Square Error, MMSE) 
 

 วิธีน้ีจะนิยามฟังก์ชันการสูญเสียอยู่ในรูปของ ( )( )2
,L a d b  ซึ่งมีนิยามดังต่อไปน้ี 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2

2 1 1 2 2
,

d d
L a d a d a d= - + - + + -a d b b b b  

ทําการคํานวณค่าเฉลี่ยการสญูเสียอย่างมีเง่ือนไข 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

2 2 2

1 1 2 2

1 2

d d

d

R a d a d a d

f da da da

æ ö÷ç= - + - + + - ÷ç ÷çè ø

´

ò ò ò
A|B

d b b b

a | b

 


 

หาฟังก์ชัน ( )i
d b  ทีท่ําให้ ( )R d  ตํ่าที่สุด 

( )
i

R

d

¶
=

¶

d
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2 1 2d d d
i

a d a d a d f da da da
d

æ ö¶ ÷ç - + - + + - ÷ç ÷çè ø¶ ò ò ò A|B
b b b a | b  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2 1 2d d d
i

a d a d a d f da da da
d

æ ö¶ ÷ç= - + - + + - ÷ç ÷çè ø¶ò ò ò A|B
b b b a | b  

( )( ) ( ) 1 2
2

i i d
a d f da da da= - -ò ò ò A|B

b a | b   

กําหนดให้ 

( )
0

i

R

d

¶
=

¶

d
 

( )( ) ( ) 1 2
2 0

i i d
a d f da da da- - =ò ò ò A|B

b a | b   

( )
( )

( )

1 2

1 2

i d

i

d

a f da da da

d

f da da da

=
ò ò ò
ò ò ò

A|B

A|B

a | b
b

a | b

 

 
 

โดย ( ) 1 2
1

d
f da da da =ò ò ò A|B
a | b   และ จากกฎของเบส์ ดังนั้น 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2

1
i i d
d a f f da da da

f
= ò ò ò B|A A

B

b b | a a
b

   

เมื่อ ( ) ( ) ( ) 1 2 d
f f f da da da= ò ò òB B|A A
b b | a a   

ซึ่งสมการน้ี คอื สมการทีใ่ช้ในการประมาณแบบผิดพลาดกําลังสองเฉลี่ยน้อยสุด (MMSE) 
 

การประมาณแบบความน่าเป็นจริงสูงสุด (Maximum Likelihood, ML) 
 

 สําหรับการประมาณทางสถิติที่จะกล่าวถึงต่อไปน้ีถึงแม้จะไม่ใช่การประมาณแบบเบส์ แต่ก็
เป็นการประมาณที่ใช้หลักการคล้ายกัน กล่าวคือ ใช้หลักการหาค่าสูงสุดของฟังก์ชันความหนา 
แน่นความน่าจะเป็นเง่ือนไข ( )f

B|A
b | a  ในการหาฟังก์ชัน ( )d b  ดังต่อไปนี้ 

( ) ( )argmax fé ù= ê úë ûB|A
a

d b b | a  

จะสังเกตเห็นว่าวิธีน้ีเป็นวิธีที่มีหลักการประมาณตัวแปรคล้ายวิธีภายหลังสูงสุด (MAP) เพียงแต่สมมุติ
ให้ ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น ( )f

A
a มีค่าเป็นหน่ึง (Uniform PDF) ซึ่งทําให้วิธีน้ีเป็นวิธี

ประมาณตัวแปรที่ง่ายเพราะไม่ต้องใช้ความรู้เกี่ยวกับลักษณะการกระ-จายตัวของตัวแปรที่จะประมาณ
น้ันเอง 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ข 
ตัวอย่างฟังก์ชันหดตวัในอดีต 
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 ต่อไปนี้จะยกตัวอย่างถึงฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปรทีม่ีการนําเสนอในอดีต 
 

ฟังก์ชันความหนาแนน่ความน่าจะเปน็ก่อนหนา้เพียรส์นัชนิดที่ 7 
 

 ในหัวข้อน้ีจะศึกษาเวกเตอร์สุ่มเพียร์สันชนิดที่ 7 คอนทัวร์ทรงกลม (spherically contoured 
Pearson type VII random vectors) เพ่ือใช้หาฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร สมมุติให้สมัประสิทธ์ิ
เวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการกระจายตัวแบบ เวกเตอร์สุ่มเพียร์สันชนิดที่ 7 คอนทัวร์ทรงกลม โดยมี
ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วม ดังต่อไปนี้ 

( )
2

1

m

f K
l

-æ öæ ö ÷ç ÷÷çç ÷÷çç ÷÷= +çç ÷÷çç ÷÷÷çç ÷è ø ÷çè ø
X

x
x  

เมื่อ K  คือ พารามิเตอร์บรรทัดฐาน, 2 3,ml s= -  m  คือ คา่ภาวะยอดมนและ 5 / 2m >  
และ 2s  คือ ความแปรปรวน 
 ให้สญัญาณรบกวนในแต่ละสเกลมีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นเกาส์ ที่เป็นอิสระต่อ
กัน มีค่าเฉลี่ยเป็น 0 และความแปรปรวนสญัญาณรบกวน 2

n
s  จะได้ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะ

เป็นร่วมของสัญญาณรบกวน คือ 

( )
( )

2

2
2 2

1
exp

22
d

n
n

f
sps

æ ö÷ç- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
N

n
n  

แก้สมการ MAP หา 
î
x  

( ) ( )
( )

( )
22

2
2 2

1
ln ln ln ln ln 1

2
2

d

n
n

f f K m
ls

ps

æ ö æ ö÷ç æ ö÷ ÷çç -÷ ÷÷ççç ÷ ÷÷ççç ÷ ÷÷- + = - + - +ççç ÷ ÷÷ççç ÷ ÷÷÷ççç ÷ ÷è ø ÷ç÷ç è ø÷çè ø

N X

y x x
y x x  

( ) ( )ln ln
0

i

f f

x

é ù¶ - +ê úë û =
¶

N X
y x x

 

2 22

2
0i i i

n

y x mx

s l

-
- =

+ x
 

2

22

2
1

i
i

n

y
x

ms

l

=
æ ö÷ç ÷ç ÷ç+ ÷ç ÷ç ÷ç + ÷çè øx

 

กําหนดให้ 
PearsonShrink
r = x  
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2

2 2

2
1

i
i

n

PearsonShrink

y
x

m

r

s

l

=
æ ö÷ç ÷ç+ ÷ç ÷ç ÷+è ø

 

สร้างนอร์ม (norm) โดย 2 2 2

1 2 d
x x x= + + +x   ดังนั้น 

2

2 2

2
1 n

PearsonShrink

m

r

s

l

=
æ ö÷ç ÷ç+ ÷ç ÷ç ÷ç +è ø

y
x  

2

2 2

2
1 n

PearsonShrink PearsonShrink

m

r r

s

l
+ =

+

y
 

หาค่า 
PearsonShrink
r  ดังน้ัน 

( )3 2 2 2 22 0
PearsonShrink PearsonShrink n PearsonShrink
r r m rl s l- + + - =y y  

ใช้วิธีคาร์ดาโน (รายละเอียดในหน้า 33) หาค่า 
PearsonShrink
r  กําหนดให้ 1i =  จะได้ฟังก์ชันหดตัว

ชนิดหลายตัวแปร คือ 

( )
1 1
ˆ

PearsonShrink
r

x y+=
y

 

เมื่อ 

3 3

3PearsonShrink
r A B= + +

y
 

2 3 2 3

,
2 4 27 2 4 27

q q p q q p
A B

- -
= + + = - +  ส่วนกรณี 

2 3

0
4 27

q p
+ <  ให้ 0A B= =  

2

2 22 ,
3n

p ml s= + -
y

 

( ) ( )
3

2 2

2 2
22

, (2 3)
3 27

n
m

q m
l s

l l s
+

= - + - = -
yy

y  
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วิธีคาร์ดาโน (Cardano’s method) 
 

 กําหนดให้ ฟังก์ชันกําลังสาม (Cubic Function) อยู่ในรูปแบบ ดังต่อไปน้ี 

( ) 3 2

4 3 2 1
f x c x c x c x c= + + +  

เมื่อ 
1 2 3 4 4
, , , , 0c c c c R cÎ ¹  

 

นําสัมประสิทธ์ิพจน์แรกหารตลอดเพ่ือปรับสมการให้อยู่ในรูปแบบใหม ่ดังน้ี 

3 2 0x ax bx c+ + + =   

เมื่อใช้วิธีคาร์ดาโนจะหาค่ารากที่อยู่ในรูปจํานวนจริงและจํานวนเชิงซ้อนได้ ดังน้ี 

( ) ( )

3 3

3 3 3 3

3
1 3

2 2 3

a
E F

x
a

E F j E F

ìïï + -ïïï= íï-ï +  + -ïïïî

 

 

เมื่อ 
2 32
,
3 3 27

a ab a
p b q c= - = - +  
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ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นก่อนหน้าเพียร์สันชนิดที่ 3 หรือ แกมมาสองฝ่ัง  
 

 ต่อไปนี้เราจะศึกษาเวกเตอร์สุ่มแกมมาสองฝัง่คอนทัวร์ทรงกลม (spherically contoured 
two-sided gamma random vectors) เพ่ือใช้ในการสร้างฟังก์ชันหดตัวชนิดหลายตัวแปร สมมุติให้
สัมประสิทธ์ิเวฟเล็ตหลายตัวแปรมีการกระจายตัวแบบเวกเตอร์สุ่มแกมมาสองฝั่งคอนทัวร์ทรงกลมโดย
มี ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วม ดังต่อไปนี้ 
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เมื่อ 2s  คือ ความแปรปรวน และ K  คือ ค่าพารามิเตอร์บรรทัดฐาน 
กําหนดให้สัญญาณรบกวนแต่ละสเกลมีฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็นร่วม แก้สมการ MAP หา 
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หาค่า 
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ฟังก์ชันความหนาแนน่ความน่าจะเปน็ก่อนหนา้เพียรส์นัชนิดที่ 3 หรอื Radial-Exponential 
 

 ในหัวข้อน้ีเราจะศึกษาเวกเตอร์สุ่มร่วม Radial-Exponential เพ่ือใช้ในการประมาณตัวแปร 
ˆix  ด้วยวิธีประมาณแบบกําลังสองผิดพลาดน้อยสุด (วิธี MMSE) โดยสมมุติให้สัมประสทิธ์ิเวฟเล็ตแบบ
หลายตัวแปรมกีารกระจายตัวแบบ Radial-Exponential d มิติ คือ X  ซึ่งสามารถสร้างได้จาก

เวกเตอร์สุ่ม Gaussian d มิติที่อิสระต่อกัน ( )2~ 0,N sS I  และตัวแปรสุ่ม Z ~ Gamma 1 มิติ 

(Scalar) ที่อิสระต่อกันกับ S  ด้วย ดังน้ี 

z=X S  
โดย 

( ) ( ) ( ),
,

z z
f z f z f=
S S
s s  

เมื่อ 

( )
( )

2

2 2
2

1
exp

22
d

f
sps

æ ö÷ç- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
S

s
s , ( ) 4 exp( 2 ), 0

z
f z z z z= - >  

กําหนดให้ a z=  และเปลี่ยนตัวแปรจาก ( ) ( ), ,z aS X  

( )2
0

( )
z

f J f a f da
a

¥ æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè øòx S

x
x  

เมื่อ J  คือ ตัวแปลงจาโคเบียน (รายละเอียดในหน้า 39) ( )2 1 dJ a a=  ดังน้ัน 
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ดังน้ัน 
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เขียน ( )f
Y
y  ใหมใ่นรูป generalized incomplete gamma function ซึ่งนิยามดังต่อไปน้ี 

(รายละเอียดในหน้า 42) 
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เขียน A  ในรูป generalized incomplete gamma function  
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กําหนดให้ 1i =  และ 3d =  ใช้ความสัมพันธ์เวียนบังเกิด generalized incomplete gamma 
function จะพบว่า 
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การแปลงจาโคเบียน (Jacobian transform) 
 

การแปลงจาโคเบียนกรณี 2 ตัวแปร 
 ในกรณีเปลี่ยนโดเมนจาก v w-  ไป x y-  โดยต้องการรักษาพ้ืนที่ให้เท่าเดิม เรา
จําเป็นต้องรู้ถึงตัวแปลงจาโคเบียน คือ อัตราส่วนระหว่างพ้ืนที่เก่าต่อพ้ืนที่ใหม่ ( ) ( )'J A R A R=  

ซึ่งสามารถหาค่าได้ ดังต่อไปน้ี 
ถ้า ( ) ( ), , ,v x y w x yf j= =  
พิจารณาจุด ( ) ( ) ( )( )1 1 1

: , , , ,P v w x y x yf j=  

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2
: , , , ,P v w x dx y x dx yf j= + +  
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: , , , ,P v w x y dy x y dyf j= + +  
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2
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 ประยุกต์การแปลงจาโคเบียนกับ ฟังก์ชันความหนาแน่นความน่าจะเป็น (PDF) เพราะโอกาส
ความน่าจะเป็น (อินทิเกรตพ้ืนที่กราฟ) จะต้องเท่ากันเสมอไม่ว่าโดเมนใดๆก็ตาม สําหรับกรณีที่เปลี่ยน
โดเมนจาก v w-  ไป x y-  จะพบว่า 

( ) ( ) ( )( ), ,

'

, , , ,
V W VW

R R

f v w dvdw f x y x y dxdyf j¹òò òò  

เพราะ dvdw dxdy¹  แต่ dvdw J dxdy= ดังนั้น 
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การแปลงจาโคเบียนกรณี d – Dimension  
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 

 



41 

ดังน้ัน PDF ของ ( )f
X
x  เมื่อพิจารณาจาก ( )f

S
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Generalized Incomplete Gamma Function 
 

สําหรับ generalized incomplete gamma function ในวิทยานิพนธ์ฉบับน้ีจะใช้วิธีที่
นําเสนอและแนวทางในการคํานวณโดยงานวิจัยที่ [8] กล่าวคือ กําหนดให้ ฟังก์ชันพิเศษชนิดนี้อยู่ใน
รูป 

1( , ; ) exp
x

b
x b t t dt

t
aa

¥
-

æ ö÷ç ÷G = - -ç ÷ç ÷çè øò  

เมื่อกําหนดให้ { }, 3 / 2, 1 / 2a = - -  และ , 0x b >  ซึ่งมีความสัมพันธ์เวียนบังเกิด คือ 

( ) ( )1
( 1, ; ) 1, ; , ;x b x b x b

b
a a a aéG - = G + - Gêë exp .

b
x x

x
a

ùæ ö÷ç ú÷- - -ç ÷úç ÷çè øúû
 

เมื่อ 

(1 / 2, ; ) 0.5 exp( )( ),x b x A BpG = - +  ( 1/ 2, ; )x bG - = 0.5 / exp( )( )b x A Bp - -  

โดยกรณีที่ 2x b³ , จะพบว่า ( )exp /A b x= - ( )/erfcx x b x-  

และกรณ ี 2x b<  จะพบว่า ( ) ( )exp 2 /A x b erfc x b x= - -  

และ ( ) ( )exp / /B b x erfcx x b x= - +  ในทั้งสองกรณี 
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