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ผลคูณมอดูลำร์
1 2G G ของกราฟ 1G  และ 

2G  คือ กราฟทีม่ีเซตของจุดเป็น
1 2 1 2V(G G )=V(G )×V(G )  

และมีเซตของเส้นเปน็ 1 2 1 1 2 2 1 2 1E(G G ) (u ,v )(u ,v ) u u E(G )   และ
1 2v v  2E(G )   1 2 1u u E(G ) และ 

1 2 2v v E(G )  
เซตย่อย U   V G  เรียกว่า “เซตอิสระ (independent set)” ของ G  เมื่อ induced subgraph 

 G U  เป็นกราฟโดดเดี่ยว (trivial graph) ส าหรับเซตอิสระของ G ทีม่ีจ านวนจุดมากที่สุด เรียกจ านวนจุด 
มากที่สุดนั้นว่า “จ านวนอิสระ (independent number)” ของ G  

เซตย่อย U   V G  เรียกว่า “จุดปกคลุม (vertex cover)” ของ G  เมื่อจุดใน U  ปกคลุมเส้น
ทุกเส้นใน G  ส าหรับจุดปกคลุมของ G  ที่มีจ านวนจุดน้อยที่สุด เรียกจ านวนจุดน้อยที่สุดนั้นว่า “จ านวน
จุดปกคลุม (vertex covering number)” ของ G   

เซตย่อย D  V G  เรียกว่า “เซตครอบง า (dominating set or domset)” ของ G  เมื่อแต่ละ
จุดใน V D  ถูกประชิดกับจุดใน D  อย่างน้อยหนึ่งจุด ส าหรับเซตครอบง าของ G  ที่มีจ านวนจุดน้อย
ที่สุด เรียกจ านวนจุดน้อยที่สุดนั้นว่า “จ านวนครอบง า (domination number)” ของ G    
  การวิจัยครั้งนี้ได้สูตรทั่วไปในการหากราฟพารามิเตอร์เชิงจุดบางตัว ได้แก่ จ านวนอิสระ จ านวนจุด
ปกคลุม และจุดครอบง า บนผลคูณมอดูลำร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์  
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Abstract 
 
Code of project     :     A66/2557 
Project name         :     Independent and Vertex Covering Number on Modular Product 
                              of Simple Graph 
Researcher name   :     Assistant Professor Bunjong  Kaewwisetkul 
                                 Associate Professor Thanin  Sitthiwirattham 
 

The Modular Product 1 2G G  of graph of 1G  and 
2G  has vertex set 1 2 1 2V(G G )=V(G )×V(G )  

and edge set  1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2E(G G ) (u ,v )(u ,v ) u u E(G ) and v v E(G )      1 2 1 1 2u u E(G ) and v v  
2E(G ) . 
A subset U  of the vertex set  V G of G is said to be an independent set of G  if 

the induced subgraph  G U  is a trivial graph. An independent set of G  with maximum 
number of vertices is called a maximum independent set of G . The number of vertices 
of a maximum independent set of G  is called the independent number of G . 

A vertex of graph G  is said to cover the edges incident with it, and a vertex 
cover of a graph G  is a set of vertices covering all the edges of G . The minimum 
cardinality of a vertex cover of a graph G  is called the vertex covering number of G . 

A dominating set (or domset) of graph G  is a subset D  of  V G  such that each 
vertex of V D  is adjacent to at least one vertex of D . The minimum cardinality of a 
dominating set of a graph G  is called the domination number of G .   

In this research, we determine generalizations of some of the vertex-graph parameters 
are independent number, vertex covering number and domination number on Modular 
product of simple graph and complete bipartite graph. 
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บทที ่1 
บทน ำ  

 
1.  ควำมเป็นมำและควำมส ำคัญของปญัหำ 
 ทฤษฎีกรำฟ (Graph Theory) มีประวัติควำมเป็นมำตั้งแต่ปี ค.ศ.1736 จำกนักคณิตศำสตร์
ชำวสวิสเซอร์แลนด์ชื่อ เลออนฮำร์ด ออยเลอร์ (Leonhard Euler) ที่ได้แก้ปัญหำ กำรเดินข้ำม
สะพำนที่เมืองเคอนิกส์เบิร์ก (Konigsberg Bridge Problem) ผลงำนของออยเลอร์เป็นจุดเริ่มต้นของ
สำขำใหม่ทำงคณิตศำสตร์ที่เรียกว่ำ ทฤษฎีกรำฟ ทฤษฎีกรำฟได้ถูกน ำไปประยุกต์ใช้ในกำรสร้ำง
แบบจ ำลอง และแก้ไขปัญหำมำกมำยในสำขำต่ำงๆ เช่น วิทยำศำสตร์ วิศวกรรมศำสตร์ จิตวิทยำ 
สังคมศำสตร์ ภำษำศำสตร์ ฯลฯ และในกำรแก้ปัญหำใดๆนั้น เรำจ ำเป็นที่ต้องมีควำมรู้และเข้ำใจ
ในทำงทฤษฎีเป็นอย่ำงดี เพรำะฉะนั้น กำรคิดค้นควำมรู้และทฤษฎีบทใหม่จึงเป็นสิ่งที่จ ำเป็น ด้วยเหตุ
นี้ ผู้วิจัยจึงสนใจในกำรสร้ำงทฤษฎีบทที่เก่ียวกับโครงสร้ำงของกรำฟและกำรกระท ำบนกรำฟต่ำงๆ ซึ่ง
ในที่นี้ก็คือ กรำฟพำรำมิเตอร์บนกรำฟที่เกิดจำกผลคูณของกรำฟสองกรำฟนั่นเอง กรำฟที่จะศึกษำจะ
เป็นกรำฟอย่ำงง่ำยและสัญลักษณ์ต่ำงๆที่ใช้เป็นสัญลักษณ์มำตรฐำนที่พบในต ำรำทำงทฤษฎีกรำฟ
ทั่วไป 

ในกำรศึกษำผลงำนวิจัยทำงทฤษฎีกรำฟ จะพบว่ำมีผลงำนวิจัยที่เกี่ยวข้องกับกรำฟ
พำรำมิเตอร์มำกมำย เช่น Sum Number, Clique Number, Hamiltonian Number, Matching 
Number, Independent Number, Chromatic Number, Domination Number, Forest 
Number และ Decycling Number บนกรำฟลักษณะเฉพำะต่ำงๆ เช่น Tree, Weel, 
Complement of Graph, Regular Graph, Cubic Graph, Square of Complete Graphs และ 
Weighted Graphs และผลงำนวิจัยทีศ่ึกษากราฟพารามิเตอร์บนกราฟที่เกิดจากการกระท าบนกราฟ 
เช่น กราฟร่วม (Joined Graph), กราฟผลต่าง (Difference Graph), กราฟเติมเต็ม (Complement 
Graph) และผลคูณต่างๆ เช่น ผลคูณคาร์ทีเชียน (Cartesian Product), ผลคูณโครเน็กเกอร์หรือผล
คูณเท็นเซอร์หรือผลคูณตรง (Kronecker, Tensor, Direct Product), ผลคูณเข้ม (Strong Product)  
และผลคูณเล็กซิโคกราฟิกคัล (Lexicographical Product) ของกราฟอย่างง่ายใดๆกับกราฟ
ลักษณะเฉพำะต่ำงๆ 
 ผู้วิจัยมีควำมประสงค์ที่จะเพ่ือหำค่ำกรำฟพำรำมิเตอร์เชิงจุด (Vertex-Graph Parameter)  
สำมตัว ได้แก่ จ ำนวนอิสระ (Independent Number : ), จ ำนวนจุดปกคลุม (Vertex Covering 
Number :  ) และจ ำนวนจุดครอบง ำ (Domination Number :  ) บนผลคูณมอดูลำร์ (Modular 
Product) ของกรำฟอย่ำงง่ำยและกรำฟสองส่วนบริบูรณ์ (Complete Bipartite Graph) ในกำรวิจัย
ในครั้งนี้ ผู้วิจัยได้ทฤษฎีบทในกำรหำค่ำของจ ำนวนอิสระ จ ำนวนจุดปกคลุม และจ ำนวนจุดครอบง ำ 
บนผลคูณมอดูลำร์ของกรำฟอย่ำงง่ำยและกรำฟสองส่วนบริบูรณ์ ซึ่งองค์ควำมรู้ใหม่ที่ได้จะเป็น
พ้ืนฐำนในกำรพัฒนำงำนวิจัยในระดับสูงขึ้นต่อไปในสำขำวิชำทฤษฎีกรำฟ ซึ่งจะน ำไปสู่กำรพัฒนำเพ่ือ
ประยุกต์ใช้แกป้ัญหำต่ำงๆ ในชีวิตจริงต่อไปได้ 

 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B75GV-4G2FPM2-13&_user=1750402&_coverDate=07%2F31%2F2000&_alid=1183470749&_rdoc=135&_fmt=high&_orig=search&_cdi=13104&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=4b58b5908d9e39f85e3780d1c8d53018
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และ 

2.  วตัถปุระสงค์ของกำรวจิยั  
1.  สร้ำงทฤษฎีบทส ำหรับกำรค่ำกรำฟพำรำมิเตอร์เชิงจุด จ ำนวนอิสระบนผลคูณมอดูลาร์

ของกรำฟอย่ำงง่ำยและกรำฟสองส่วนบริบูรณ ์
2.  สร้ำงทฤษฎีบทส ำหรับกำรค่ำกรำฟพำรำมิเตอร์เชิงจุด จ ำนวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลาร์

ของกรำฟอย่ำงง่ำยและกรำฟสองส่วนบริบูรณ์ 
3.  สร้ำงทฤษฎีบทส ำหรับกำรค่ำกรำฟพำรำมิเตอร์เชิงจุด จ ำนวนจุดครอบง ำบนผลคูณมอดูลาร์

ของกรำฟอย่ำงง่ำยและกรำฟสองส่วนบริบูรณ์ 
               

3.  กรอบแนวคิดกำรวจิยั 
สร้างและพิสูจน์ทฤษฎีบทในการหาค่ากราฟพารามิเตอร์เชิงจุดสามตัว คือ จ านวนอิสระ จ านวน 

จุดปกคลุม และจ ำนวนจุดครอบง ำ บนกราฟของผลคูณมอดูลาร์ระหว่างกราฟอย่างง่ายใดๆกับกราฟ
สองส่วนบริบูรณ ์
 
4.  นยิำมศพัท์ 

ผลคูณมอดูลาร์ (Modular Product) 1 2G G  ของกรำฟ 1G  และ 
2G คือ กรำฟที่มีเซตของ

จุดเป็น 
1 2 1 2V(G G )=V(G )× V(G ) และมีเซตของเส้นเป็น 1 2 1 1 2 2 1 2 1E(G G ) (u ,v )(u ,v ) u u E(G )         

 1 2v v  2E(G )   1 2 1u u E(G ) และ 1 2 2v v E(G )  
เซตย่อย U   V G  เรียกว่ำ “เซตอิสระ (independent set)” ของ G  เมื่อ induced 

subgraph  G U  เป็นกรำฟโดดเดี่ยว (trivial graph) ส ำหรับเซตอิสระของ G  ที่มีจ ำนวนจุดมำก
ที่สุด เรียกจ ำนวนจุดมำกท่ีสุดนั้นว่ำ “จ ำนวนอิสระ (independent number)” ของ G  

เซตย่อย U   V G  เรียกว่ำ “จุดปกคลุม (vertex cover)” ของ G  เมื่อจุดใน U  ปกคลุม
เส้นทุกเส้นใน G  ส ำหรับจุดปกคลุมของ G  ที่มีจ ำนวนจุดน้อยที่สุด เรียกจ ำนวนจุดน้อยที่สุดนั้นว่ำ 
“จ ำนวนจุดปกคลุม (vertex covering number)” ของ G   

เซตย่อย D   V G  เรียกว่ำ “เซตครอบง ำ (dominating set or domset)” ของ G  เมื่อ
แต่ละจุดใน V D  ถูกประชิดกับจุดใน D  อย่ำงน้อยหนึ่งจุด ส ำหรับเซตครอบง ำของ G  ที่มีจ ำนวน
จุดน้อยที่สุด เรียกจ ำนวนจุดน้อยทีสุ่ดนั้นว่ำ “จ ำนวนครอบง ำ (domination number)” ของ G    
 
5.  ประโยชนท์ี่คำดวำ่จะไดร้บั  

1.  ได้องค์ควำมรู้ใหม่และทฤษฎีบทในกำรหำค่ำกรำฟพำรำมิเตอร์เชิงจุดบนผลคูณมอดูลาร์ 
ระหว่างกราฟอย่างง่ายใดๆกับกราฟสองส่วนบริบูรณ ์

2.  ได้ผลงำนวิจัยตีพิมพ์ในวำรสำรนำนำชำติเพ่ือเป็นกำรเผยแพร่ผลงำนและชื่อเสียงของ 
นักคณิตศำสตร์ไทย 

 



 
บทที ่2 

ทบทวนวรรณกรรมที่เกีย่วขอ้ง 
 

การวิจัยจ ำนวนอิสระและจ ำนวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลำร์ของกรำฟอย่ำงง่ำย  ผู้วิจัยได้
ศึกษาเอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้องตามล าดับดังนี้  

1.  บทนิยามเก่ียวกับทฤษฎีกราฟเบื้องต้น 
2.  สมบัติของผลคูณโครเน็คเกอร์   
3.  สมบัติของผลคูณมอดูลำร์ 
4.  งานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

 
1.  บทนยิามเกี่ยวกบัทฤษฎกีราฟเบื้องตน้ 

บทนิยาม 1.1  กราฟ  G = V,E  ประกอบไปด้วยเซต V  และเซต E  ซ่ึงเป็นเซตของคู่ที่ไม่
เป็นล าดับ เรียกสมาชิกของ E ว่าเส้น (edge หรือ line)  

ถ้าต้องการระบุว่า V เป็นเซตของจุด และ E  เป็นเซตของเส้นของกราฟ G  จะเขียนแทนด้วย  
 V G  และ  E G  

 
ตวัอยา่ง 1.1  ให้ G เป็นกราฟที่แสดงดังรูป 
 
 
 

 
                               

 
  ภาพที ่1  จุดและเส้น 

 

  จะได้     V G = w,x,y,z  และ    E G = xw,xy,xz,yw,yz  
 

บทนิยาม 1.2  ให้ u และ v เป็นจุดในกราฟ G เรากล่าวว่า u ประชิด (adjacent) กับ v เมื่อมี
เส้นใน G  เชื่อมระหว่างจุด u และ v และจะเขียนแทนเส้นดังกล่าวด้วย uv และจะเรียกจุด u และ v ว่า 
จุดปลายของเส้น uv 
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 ถ้า e = uv เป็นเส้นในกราฟ G แล้ว เรากล่าวว่าจุด u ตกกระทบ (incident) กับเส้น e หรือเส้น  
e ตกกระทบกับจุด u 
 และถ้า e ≠ f โดยที่ f เป็นเส้นใน G ที่ตกกระทบกับจุดเดียวกันแล้ว เรากล่าวว่า e ประชิดกับ f  
หรือ e และ f ประชิดกัน 
 โดยทั่วไปเราจะแทนจุดในกราฟด้วยจุดในระนาบ และเส้นในกราฟด้วยเส้นที่เชื่อมระหว่างจุดสองจุด 
ในระนาบ และเป็นที่เข้าใจกันว่าในการเขียนรูปของกราฟนั้นจะไม่มีเส้นใดตัดกับตัวมันเองหรือลากผ่านจุด
ที่ไม่ใช่จุดปลายของเส้นนั้น ยิ่งไปกว่านั้นเส้นสองเส้นของกราฟอาจลากผ่านกันหรือตัดกันได้โดยไม่ท าให้
เกิดจุดใหม ่
   
ตัวอย่าง 1.2  จากกราฟในภาพที่ 2 จะเห็นว่าจุด x ประชิดกับ v, w และจุด v ตกกระทบกับเส้น vu, vw 
และ vx 
 
 

                                                                  
 
 
 

                                                             
ภาพที ่2  จุดประชิดและจุดตกกระทบ 

 
 

บทนิยาม 1.3  เรียกกราฟที่ไม่มีเส้นหลายชั้น (multiple edges) และไม่มีรูปบ่วง (loop) ว่า กราฟ
อย่างง่าย (simple graph) โดยที่ 
 เส้นหลายชั้น คือ มีหลายเส้นที่เชื่อมระหว่างจุด 2 จุด 
 รูปบ่วง คือ ใน 1 จุดจะมีเส้นตัวมันเอง 
 
ตวัอยา่ง 1.3  แสดงภาพของกราฟอย่างง่ายที่มีจ านวนจุดเป็น 3 
 

 
 

ภาพที ่3  กราฟอย่างง่ายที่มีจ านวนจุดเป็น 3 
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ตวัอยา่ง 1.4  แสดงภาพของกราฟที่มีเส้นหลายชั้นและมีรูปบ่วง ดังนั้น ไม่เป็นกราฟอย่างง่าย 
 
 
 
 
 

ภาพที ่4  กราฟที่ไม่ใช่กราฟอย่างง่าย 
 

บทนิยาม 1.4  ให้ u เป็นจุดในกราฟ G ดีกรี (degree) ของ u ใน G เขียนแทนด้วย dG(u) คือ 
จ านวนของเส้นใน G ที่ตกกระทบกับจุด u และจุดที่มีดีกรี 1 จะเรียกว่า จุดปลาย (end-vertex) 
 Maximum degree คือ ดีกรีที่มากที่สุดในกราฟ G แทนด้วย   G  

Minimum degree คือ ดีกรีที่น้อยที่สุดในกราฟ G แทนด้วย   G  
 
ตวัอยา่ง 1.5  ให้ G เป็นกราฟที่แสดงดังรูป          
                                                                                                                                             

 
ภาพที ่5  ดีกรีมากท่ีสุดและดีกรีน้อยที่สุด 

 
บทนิยาม 1.5  จะกล่าวว่า H(VH,EH) เป็นกราฟย่อย (subgraph) ของกราฟ G(VG,EG) เมื่อ 

H GV V  และ H GE E  และจะกล่าวว่า H เป็นกราฟย่อยแผ่ทั่ว (spanning subgraph) ของ G เมื่อ H 
เป็นกราฟย่อยของ G และ H GV V  
 
 
 
 
 
 

a b c 

d e f 

        g 

G 

จะได้ว่า     G  = 4 ,   G  = 1                                  
และ  dG(a) = 1 ,  dG(b) = 1                
       dG(c) = 1 ,  dG(d) = 3 
       dG(e) = 4 ,  dG(f)  = 3 
       dG(g) = 3 
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ตวัอยา่ง 1.6  ภาพที ่6 แสดงให้เห็นกราฟ H เป็นกราฟย่อยของ G 

 
ภาพที ่6  กราฟย่อย 

 
บทนิยาม 1.6  ให้ u และ v เป็นจุดใดๆในกราฟ (u และ v อาจเป็นจุดเดียวกัน) ทางเดิน u-v (u-v 

walk) ใน G คือล าดับสลับของจุดและเส้น เขียนแทนด้วย 
w = <u = u0, e1, u1, e2, u2,…, un-1, en, un = v> 

ที่เริ่มต้นดว้ยจุด u และจบด้วยจุด v และส าหรับ i = 1,2,…,n จุดปลายของเส้น ei คือ ui-1 และ ui 
 

บทนิยาม 1.7  ความยาวของทางเดิน u-v คือ จ านวนของเส้นในล าดับ ในกรณีที่ความยาวของ
ทางเดินเป็น 0 จะเรียกทางเดินนั้นว่า ทางเดินโดดเดี่ยว (trivial walk) เรียก u0 = u และ un = v ว่า
จุดเริ่มต้น (origin) และจุดปลาย (end point) ของทางเดิน u-v เรียกจุด u1,u2,…,un-1 ว่า จุดภายใน 
(interval vertices) 
 

บทนิยาม 1.8  จะกล่าวว่าทางเดิน u-v เป็นทางเดินปิด (closed walk) เมื่อ u = v และจะเป็น
ทางเดินเปิด (open walk) เมื่อ u v  
 

บทนยิาม 1.9  เรากล่าวว่า u-v เป็นทางเดินไม่ซ้ า (trail) เมื่อเส้นในทางเดิน u-v ไม่ซ้ ากัน 
 

บทนิยาม 1.10  เรากล่าวว่า u-v เป็นวิถี (path) เมื่อเป็นทางเดินไม่ซ้ า และไม่มีจุดซ้ า และเขียน
แทนวิถีที่มีจ านวนจุดเป็น n ด้วย Pn 
 
 
 
 
 
 

u v 

w z 

x 

x 

u v 

กราฟ G กราฟ H 
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ตวัอยา่ง 1.7  ภาพที่ 7 แสดงวิถีท่ีมีจ านวนจุดเป็น 1 ถึง 6 
 

                   

ภาพที ่7  วิถีท่ีมีจ านวนจุดเป็น 1 ถึง 6 
 

บทนิยาม 1.11  เรียกทางเดินไม่ซ้ าปิดที่ไม่ใช่ทางเดินโดดเดี่ยวว่า วง (circuit) และเรียก วง ที่มี
จุดเริ่มต้นและจุดภายในไม่ซ้ ากันว่า วัฏจักร (cycle) 
 
ตวัอยา่ง 1.8  ภาพที่ 8 แสดงทางเดิน 

 
 

ภาพที ่8  ทางเดิน 
 

จากกราฟในภาพที่ 8 
ล าดับ  1,a,2,b,3 f,6,f,3,c4,d,5  เป็นทางเดิน 1-5 ซึ่งมีความยาวเท่ากับ 6 
ทางเดิน  <1,a,2,b,3,c,4,d,5,e,3,f,6>  เป็นทางเดินไม่ซ้ า ซึ่งมีความยาวเท่ากับ 6 
ทางเดิน  <1,a,2b,3,f,6>  เป็นวิถี ซึ่งมีความยาวเท่ากับ 3 

 
บทนิยาม 1.12  เรียกวัฏจักรที่มีความยาวเป็นคู่ว่า วัฏจักรคู่ (even cycle) และเรียกวัฏจักรที่มีความ

ยาวเป็นคี่ว่า วัฏจักรคี่ (odd cycle) เขียนแทนวัฏจักรที่มีจ านวนจุดเป็น n ด้วย Cn 
 
 
 
 
 

1 
3 

4 

5 

a 
b c 

d 

e f g 

6 

2 

P1 P2 P3 P4 

P5 

P6 
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ตวัอยา่ง 1.9  ภาพที่ 9  แสดงกราฟของวัฏจักร 

 
ภาพที ่9  วัฏจักรคู่และวัฏจักรคี่ 

 
บทนิยาม 1.13  ให้ G = ( V,E ) เป็นกราฟใดๆ และ    V V G  เรียกสับกราฟ  G ของ 

G  ว่าเป็น “อินดิวซ์สับกราฟ (Induced Subgraph) ของ G ที่เกิดจาก V ” เมื่อสับกราฟ  G  ของ G  มี
เซตของจุดเท่ากับ V  และ เซตของเส้นเท่ากับเซตของเส้นใน G ที่จุดปลายทั้ง 2 ของเส้นแต่ละเส้นเป็น
จุดใน V  เขียนแทนด้วย G [ V ]   
 

บทนิยาม 1.14  ให้ u และ v เป็นจุดใดๆ ในกราฟ G เรากล่าวว่า u และ v เชื่อมโยงกันได้ 
(connect) เมื่อมีวิถี u-v และกล่าวว่ากราฟ G เป็นกราฟเชื่อมโยง (connected graphs) เมื่อจุดสองจุด
ใดๆใน G เชื่อมโยงกันได้ 
 
ตวัอยา่ง 1.10  ตัวอย่างของกราฟเชื่อมโยง  (connected graphs) 
 

 
 

             ภาพที ่10  กราฟเชื่อมโยง                                    ภาพที ่11  กราฟไม่เชื่อมโยง 
  
 

v 

w 

C3 C4 

C5 

u 



9 
 

บทนิยาม 1.15  จะเรียก G ว่าเป็นกราฟโดดเดี่ยว (trivial graph) ก็ต่อเมื่อ E(G) =  แต่ V(G) 
  เขียนแทนกราฟโดดเดี่ยวที่มี n จุดด้วย Kn 

 
บทนยิาม 1.16  G เป็นกราฟต้นไม้ (tree) เมื่อ G เป็นกราฟเชื่อมโยงและไม่มีวัฏจักร 

 
ตวัอยา่ง 1.11  ตัวอย่างของกราฟต้นไม้ 

 

 
 

ภาพที ่12  กราฟต้นไม้ 
 
สมบัติของกราฟต้นไม้ 

1.  G เป็นกราฟต้นไม ้ก็ต่อเมื่อ G เป็นกราฟเชื่อมโยงและ e(G) = n(G)-1 
2.  ถ้า G เป็นกราฟต้นไม้แล้ว G เป็นกราฟสองส่วน เนื่องจากว่ากราฟต้นไม้จะไม่มีทั้งวัฏจักรคู่

และวัฏจักรคี่ จึงท าให้เกิดเป็นกราฟสองส่วน 
 

บทนิยาม 1.17  กราฟดาวที่มีจ านวนจุดเท่ากับ n คือ กราฟที่มี 1 จุด ที่มีดีกรี n-1 จุดที่เหลือมี
ดีกรีเท่ากับ 1  
 
ตวัอยา่ง 1.12 : ตัวอย่างของกราฟดาว 
 
 
 
 
 
                                                                                 

ภาพที ่13  กราฟดาว 
ข้อสังเกต  กราฟดาว คือกราฟต้นไม้ 
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บทนิยาม 1.18  ให้ G = (V,E) เป็นกราฟอย่างง่าย ถ้าเราสามารถแบ่งก้ัน (partition) เซต V โดย
ที่    

1 2 3 k
V = V V V V... V  และ  

i j
V V  ส าหรับ i ≠ j แล้วจะกล่าวว่า G เป็นกราฟ k 

ส่วน (k-partite graph) และเรียก (v1,v2,…,vk) ว่าเป็นเซตแบ่งกั้นของ G  ในกรณีที่ k = 2 จะเรียก กราฟ 
2-พาร์ไท ว่า กราฟสองส่วน (bipartite graph) 
 
 บทนิยาม 1.19  ให้ G เป็นกราฟอย่างง่าย เรากล่าวว่า G เป็นกราฟบริบูรณ์ (complete graph) 
เมื่อจุด 2 จุดใดๆที่ต่างกันของ G เป็นจุดประชิดกัน เราจะเขียนแทนกราฟบริบูรณ์ท่ีมีจ านวนจุด n จุดด้วย 
Kn 
 

ข้อสังเกต  จ านวนด้านของกราฟบริบูรณ์ คือ 
2

)1( nn  เมื่อ n คือจ านวนจุดของกราฟดังกล่าว 

 
ตวัอยา่ง 1.13  กราฟในภาพที่ 14 เป็นกราฟบริบูรณ์ที่มีจ านวนจุดเป็น 1,2,3,…,6 ตามล าดับ 
 

 
 

ภาพที ่14  กราฟบริบูรณ์ที่มีจ านวนจุดเป็น 1,2,3,…,6 
 
 บทนิยาม 1.20  เรากล่าวว่ากราฟอย่างง่าย G เป็นกราฟสองส่วนบริบูรณ์  (complete 
bipartite graph) เมื่อ G เป็นกราฟสองส่วนบริบูรณ์ที่มีเซตแบ่งกั้น (V1,V2)  ซึ่งมีคุณสมบัติว่า ถ้า 

i
u V

และ 
j

v V  โดยที่  i ≠ j แล้ว  uv E G  

 
 

K1 K2 K3 K4 

K5 K6 
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ตวัอยา่ง 1.14  ตัวอย่างของกราฟสองส่วนบริบูรณ์ 
 

                                                   
ภาพที ่15  กราฟสองส่วนบริบูรณ์ 

 
2.  สมบตัขิองผลคณูโครเน็คเกอร ์(Properties of Kronecker Products)   

บทนิยาม 2.1  ให้ 1G  และ 2G  เป็นกราฟอย่างง่าย  ผลคูณโครเน็คเกอร์ (Kronecker Products) 
ของ 1G  และ 2G  เขียนแทนด้วย 1 2G G  คือ กราฟที่มีเซตของจุดคือ        1 2 1 2G G G GV V V  
และเซตของเส้น   1 2 1 1 2 2 1 2 1E(G G ) (u ,v )(u ,v ) u u E(G ) และ  1 2 2v v E G  

 
ทฤษฎบีท 2.1  ให้ 1 2H = G G  จะได้ว่า 
1.        1 2V VV H G G   
2.        1 2E H 2 E G E G  

3.  ส าหรับ  u,v V(H) ,  
1 2Hd u,v d (u)d (v)G G  

 
ทฤษฎีบท 2.2  ให้ 1G  และ 2G  เป็นกราฟต่อเนื่อง กราฟ 1 2H = G G  เป็นกราฟต่อเนื่อง  

ก็ต่อเมื่อ 1G  หรือ 2G  มีวัฏจักรคี่  
 

ทฤษฎีบท 2.3  ให้ 1G  และ 2G  เป็นกราฟต่อเนื่องที่ไมมี่วัฏจักรคี่ แล้ว 1 2H = G G ประกอบด้วย 
สองคอมโพแนนท์ที่เป็นกราฟต่อเนื่อง  
 

ทฤษฎีบท 2.4  ให้ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ m กราฟของ m,nK G  คือ 
m m+n

i i ij
i=1 j=m+1

H ; H H  

เมื่อ ij i j iV(H ) = W W , W = {(i,1),(i,2),...,(i,m)},  jW = {(j,1),(j,2),...,(j,m)}; i<j  และ 
ij uv E(G)E(H )={(i,u)(j,v) }  และ ถ้า G  ไม่มีวัฏจักรคี่  แล้วจะได้ว่า แต่ละ ijH  จะประกอบด้วยสอง 

คอมโพแนนท์ต่อเนื่องที่สมสัณฐานกับกราฟ G  
 

1,4K
3,3K  
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3.  สมบตัขิองผลคณูมอดูลาร์ (Properties of Modular Products)  
บทนิยาม 3.1  ให้ 1G  และ 2G  เป็นกราฟอย่างง่าย ผลคูณมอดูลำร์ (Modular  Products) 

ของ 1G  และ 2G  เขียนแทนด้วย 1 2G G คือ กราฟท่ีมีเซตของจุดคือ 2 1 21V(G G ) V(G )×V(G )   และ 
เซตของเส้นคือ 1 2 1 1 2 2E(G G ) (u ,v )(u ,v )                                และ  1 2 2v v E G    11 2u u E(G )  

และ  1 2 2v v E G  
 

ทฤษฎบีท 3.1  ให้  1 2H=G G  จะได้ว่า 
1.        1 2V VV H G G  

2.           1 2
C C
1 2

E H 2 E G E G 2 V G V G    

3.   ส าหรับ  u,v V(H) ,    C C
1 2

1 2H G G G Gd u,v =d (v)d (v) d (v)+d (v)  

 
ทฤษฎีบท 3.2   ให้ nK  และ G  เป็นกราฟบริบูรณแ์ละกราฟอย่างง่ายตามล าดับ แล้ว  n nK G K G  

 

ทฤษฎีบท 3.3  ให้ 1G  และ 2G  เป็นกราฟอย่างง่าย แล้ว    C C
1 2 1 2 1 2

G G G G G G     

เมื่อ c
iG  เป็นกราฟเติมเต็มของ 

i
G , i=1,2  

 

ทฤษฎีบท 3.4  ให้ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ p  แล้วกราฟของ  

                          
m m-1 m+n-1

, i i i
i=1 i=1 i=m+1

K H M Nm n G   

โดยที่ 
m+n m m+n

i ij i ij i ij
j=m+1 j=i+1 j=i+1

H= H , M = H , N= H  เมื่อ ij i jj
V(H )=V(H )=S Si   pi i i i1 2S={(u ,v ),(u ,v ),...,(u ,v )}, i<j ; 

ij i jE(H )={(u ,v)(u ,w) vw E(G)} ; i jj
vw E(G)E(H )={(u ,v)(u ,w) }i  และ i i j vw E(G)E(R )={(u ,v)(u ,w) }  

ยิ่งไปกว่านั้น ถ้า G  ไม่มีวัฏจักรคี่ แล้ว แต่ละ ijH  และ ijH  จะประกอบด้วยสองคอมโพแนนท์ต่อเนื่องที่

สมสัณฐานกับกราฟ G  และ CG  ตามล าดับ 
 
 
 
 
 
 
 

 1 2 1u u E(G ) 
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ตวัอยา่ง 3.1   กราฟของ 2,3K G  แสดงได้ดังภาพที่ 16    
 

 
 

ภาพที ่16  กราฟของ 2,3K G  
 
4.  งานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้ง 

ในปี 1968 G. Chartrand, D.P. Geller และ S. Hedetniemi ศึกษำ A generalization of 
the chromatic number. และในปี 1985 J.A. Andrews และ M.S. Jacobson ก็ศึกษำ On a 
generalization of chromatic number. และ On a generalization of chromatic number and 
two kinds of  ramsey numbers. 

ในปี 1987 Peter Dankelmann, Dieter Rautenbach, Lutz Volkmann ศึกษำ Some 
parameters of graph and its complement. 

ในปี 1989 D. Bergstrand, F. Harary, K. Hodges, G. Jennings, L. Kuklinski และ J. 
Wiener ร่วมกันศึกษำ The sum numbering of a complete graphs. และอีก 3 ปีต่อมำ  

N. Hartseld และ W. F. Smyth ศึกษำเรื่อง The sum number of complete bipartite 
graphs, in graphs and matrices (ed. R. Rees). 

ในปี 1991 Mustapha Chellali และ Lutz Volkmann ศึกษำ Relations between 
parameters of a graph. 

ในปี 1999 Shaoji Xu ศึกษำ On independent domination number of regular graphs. 
และ C. D. Wallace ศึกษำ Mod sum numbers of complete bipartite graphs. และ M. 
Sonntag, H. M. Teichert ศึกษำ The sum number of d-partite complete hypergraphs. และ
อีก 2 ปีถัดมำศึกษำ On the sum number and integral sum number of hypertrees and 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-45FCT4H-8&_user=1750402&_coverDate=05%2F03%2F1991&_alid=1183470749&_rdoc=42&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=55a954397fb23c3e744f16f0ef9a700c
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-45FCT4H-8&_user=1750402&_coverDate=05%2F03%2F1991&_alid=1183470749&_rdoc=42&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=55a954397fb23c3e744f16f0ef9a700c
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-42NRV4W-S&_user=1750402&_coverDate=05%2F06%2F1999&_alid=1183470749&_rdoc=116&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=21c93a3e22a175fd7272fbf53c75b39a
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complete hypergraphs. ขณะที่  M. Sutton and M. Miller ศึกษำ On the sum number of 
wheels. และ Y. Wang and B. Liu ศึกษำ The sum number and integral sum number of 
complete bipartite graphs.  

ในปี 2003 V. Seanpholphat, G. Chartrand, T. Thomas and  P. Zhang ร่วมกันศึกษำ On 
the hamiltonian number of a graph, The independent resolving number of a graph. และ
อีก 2 ปีต่อมำศึกษำ Graphs with prescribed order and hamiltonian number.  

ในปี 2004 A. J. W. Hilton, P. D. Johnson Jr. ศึกษำ Relations between the lower 
domination parameters and the chromatic number of a graph. ขณะที่ D. Liu ศึกษำ Radio 
number for trees. และอีก 4 ปีต่อมำศึกษำเรื่อง Radio number for square of cycles. 

ตั้งแต่ปี 2002 จนถึงปัจจุบัน N. Punnim ศึกษำกรำฟพำรำมิเตอร์อีกมำกมำยหลำยพำรำมิเตอร์ โดย
มีบำงงำนวิจัยศึกษำร่วมกับนักวิจัยคนอ่ืนๆด้วย เช่น S. Bau, J. Akiyama, S. Thaithae, V. Seanpholphat, 
A. Chantasartrassmee เป็นต้น ดังผลงำนวิจัยต่อไปนี้ Regular graphs with maximum forest 
number, The forest number of ( n , m )-graphs, Decycling regular graphs, Interpolation 
theorems in jump graphs, Realizations and interpolation theorems for graph parameters, 
Almost hamiltonian cubic graphs, Regular graphs and their chromatic numbers, The 
hamiltonian number of cubic graphs, Almost hamiltonian cubic graphs, Degree sequences 
and chromatic numbers of graphs, The clique numbers of regular graphs, Regular graphs 
and their chromatic numbers, Spectrum of graph parameters, Interpolation theorems on 
graph parameters, The matching number of regular graphs, Decycling regular graphs, The 
decycling number of cubic graphs. และ The graph of realizations and chromatic numbers. 
เป็นต้น  

ส ำหรับงำนวิจัยที่ศึกษำกรำฟพำรำมิเตอร์บนผลคูณคำร์ทีเชียนมีมำกมำยดังเช่นในช่วงปี 1980-
1995 นักวิจัยหลำยท่ำน เช่น L.W. Beineke, R.D. Ringeisen, K. Asano, A.M. Dean และ R.B. Richter  
ได้ศึกษำ Crossing number บนผลคูณคำร์ทีเชียนของกรำฟลักษณะเฉพำะต่ำงๆ 

ในปี 1995 และ 1997 S. Gravier และ A. Khelladi ศึกษำ Domination number และ
Hamiltonian number ของกรำฟ Hamiltonian สองกรำฟ 

ในปี 1998 และ 1999 J.M. Xu, W.S. Chiue และ B.S. Shieh ศึกษำ Connectivity  

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-48NX9DC-1&_user=1750402&_coverDate=01%2F06%2F2004&_alid=1183470749&_rdoc=28&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=5e166592108adb0187df5335415196f4
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-48NX9DC-1&_user=1750402&_coverDate=01%2F06%2F2004&_alid=1183470749&_rdoc=28&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=5e166592108adb0187df5335415196f4
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ในปี 1999 R. Cherifi, S. Gravier, X. Lagraula, C.Payan และ I. Zighem ศึกษำ Domination 
number โดยปี 2005 B. Bresar ได้ขยำยผลศึกษำ Upper domination 

ในปี 2005 S. Klavzar ศึกษำ New bounds and exact results on the independence 
number of cartesian product graphs. 

ในปี 2008 S. Spacapan ศึกษำ Connectivity of cartesian products of graphs. 
และในปี 2006-2010 J.M. Xu และ C. Yang ร่วมกันศึกษำ Connectivity และ super-

connectivity of cartesian product graphs.  
 ส่วนส ำหรับงำนวิจัยที่ศึกษำกรำฟพำรำมิเตอร์บนผลคูณเข้ม (Strong product) และผลคูณเล็ก

ซิโคกรำฟิก ยังมีไม่มำกนัก เช่น ในปี 2006 L. Sun และ J.M. Xu ศึกษำ Connectivity บน strong 
product  

ในปี 1998 S. Klavzar ศึกษำ Fractional chromatic number บน lexicographic product 
และในปี 2005 M. M. M. Jaradat และ M. Y. Alzoubi ร่วมกันศึกษำ Upper bound of the 

basis number บน lexicographic product of graphs. 
ส ำหรับงำนวิจัยที่ศึกษำกรำฟพำรำมิเตอร์บนผลคูณโครเน็กเกอร์หรือผลคูณเท็นเซอร์หรือผลคูณตรง 

ก็มีค่อนข้ำงมำก เช่นในปี 1999 A. Klobucar ศึกษำ Domination numbers ของผลคูณของ 6P  และ 

nP  อีก 1 ปีต่อมำร่วมกับ N. Seifter ศึกษำ k-dominating sets บนผลคูณของ paths 
 ในปี 2001 P. K. Jha ศึกษำ Smallest independent dominating sets บนผลคูณของ 

cycles อีก 1 ปีต่อมำศึกษำ Perfect r-domination บนผลคูณของ three cycles 
ในปี 2005 C. Tardif ศึกษำ Fractional chromatic number ขณะที่ D. F. Rall ศึกษำ Total 

domination   
ในปี 2006 P. Dorbec, S. Gravier, S. Klavzar และ S. Spacapan ขยำยผลศึกษำ Some 

results on total domination 
ในปี 2008 A.Mamut และ E.Vumar ร่วมกันศึกษำ Vertex vulnerability parameters 
ในปี 2009 R. Guji และ E. Vumar ร่วมกันศึกษำ Connectivity  
และตั้งแต่ปี 2011 T. Sitthiwirattham ร่วมกับนักวิจัยหลำยท่ำนศึกษำ Independent 

number, Vertex covering number, Dominating number, Matching number, Edge Covering 
number และ Edge dominating number บนกรำฟร่วม กรำฟผลต่ำง และผลคูณโครเน็กเกอร์บน 
Path, Cycle, Complete Graph, Complete Bipartite และ Wheel 

 



 
บทที ่3 

ระเบียบวิธกีารวจิัย 
 

การศึกษาวิจัยเรื่องจ านวนอิสระและจ านวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่าย 
ผู้วิจัยได้ด าเนินการวิจัยตามล าดับดังนี้  

1.  ค้นคว้าหาเอกสาร บทความวิจัยที่เก่ียวข้องกับผลคูณมอดูลาร์ และกราฟพารามิเตอร์ต่างๆ 
2.  ศึกษาความรู้เกี่ยวกับนิยามและทฤษฎีบทต่างๆเกี่ยวกับผลคูณมอดูลาร์ และกราฟพารามเิตอร์ 

ต่างๆจากเอกสาร ต ารา และงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง  
3.  ค้นคว้าหาเอกสาร ต ารา วารสาร และเอกสารสิ่งพิมพ์ที่เก่ียวข้องกับงานวิจัยที่ก าลังด าเนินการ 

วิจัยอยู่จากแหล่งข้อมูลต่างๆ 
4.  โดยการอาศัยความรู้พ้ืนฐานที่ได้จากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามข้อ 2– 3 หาแนวทางในการ

คิดค้นทฤษฎีใหม่ๆ ในการหาค่ากราฟพารามิเตอร์เชิงจุดสามตัว คือ จ านวนอิสระ จ านวนจุดปกคลุม และ
จุดครอบง า บนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ 

5.  สร้างและพิสูจน์ทฤษฎีบทในการหาค่ากราฟพารามิเตอร์เชิงจุดสามตัว คือ จ านวนอิสระ จ านวนจุด 
ปกคลุม และจุดครอบง า บนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ 

6.  สรุปผล เตรียมเอกสารส าหรับการตีพิมพ์ ส่งตีพิมพ์ และเขียนรายงานการวิจัย 
 



 
บทที่ 4 

ผลการวิจัย 
 

การวิจัยจ ำนวนอิสระและจ ำนวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลำร์ของกรำฟอย่ำงง่ำย  ผู้วิจัยได้
ผลการวิจัย ตามล าดับดังนี้  

 1.  จ านวนอิสระบนผลคูณเมอดูลำร์ของกราฟอย่างง่ายกับกราฟสองส่วนบริบูรณ์    
       2.  จ านวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลำร์ของกราฟอย่างง่ายกับกราฟสองส่วนบริบูรณ์    

 3.  จ านวนจุดครอบง าบนผลคูณมอดูลำร์ของกราฟอย่างง่ายกับกราฟสองส่วนบริบูรณ์    
 
1.  จ านวนอิสระบนผลคูณเมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายกับกราฟสองส่วนบริบูรณ์    

ทฤษฎีบท 1.1 (อ้างอิงจาก D.B.West.) ให้ G เป็นกราฟต่อเนื่อง และ 1 2 kI(G)={v ,v ,...,v }  ถ้า 
     1.  จุด iv  ไม่ประชิดกับจุด jv  ส าหรับทุก i j  และ i,j=1,2,...,k   

     2.  
k

i
i=1

V(G) I(G)= N(v )  เมื่อ iN(v )  เป็นย่านเปิด (open neighborhood) ของจุด iv  

แล้วจะได้ว่า I(G)  เป็นเซตอิสระใหญ่สุดของ G   
 

บทตั้ง 1.1  ให้ 
m+n m m+n

i ij i ij i ij
j=m+1 j=i+1 j=i+1

H= H , M= H , N= H  แล้ว  ij(H )=2 (G)  และ   ijH =  

 
C2 G   

 

พิสูจน์ สมมุติให้ G  ไม่มี odd cycle จะได้ว่า ijH  และ ijH  จะมี 2 คอมโพแนนท์ที่ 
isomorphic กับ G  และ CG  

ถ้า G  มี odd cycle จะได้ว่าส าหรับจุด i i(u ,v) S  และ j j(u ,v) S , i<j   จะมี 
ijH id ((u ,v))=  

j GHij
d ((u ,v))=d (v)  และ C

ij
i j GH H ij

d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  

 ในการพิสูจน์เราจะแสดงเฉพาะกรณี ijH ส าหรับกรณี ijH  เราจะพิสูจน์ท านองเดียวกัน 

 จากนิยามของ Kronecker product และ ijH  ส าหรับทุกจุด v,x G  จะได้ว่าจุด i i(u ,v),(u ,x)  
ไม่มีเส้นเชื่อมกัน และส าหรับจุด i i ij

(u ,v),(u ,x) H  จะมีเส้นเชื่อมกัน ก็ต่อเมื่อ v,w G  มีเส้นเชื่อมกัน    

ต่อไปเราจะแสดงว่า ij(H ) 2 (G)   
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(1) เราจะแสดงว่า ถ้าจุด v,w  เป็นอิสระกันใน G  แล้วจุด i i j(u ,v),(u ,w),(u ,v)  และ j(u ,w)  
จะต้องอิสระกันใน ijH   

จากที่ก าหนดข้างต้น ส าหรับทุกจุด v,w G  จะไม่มีเส้นเชื่อมระหว่างคู่จุด i i(u ,v),(u ,w)  และคู่
จุด j j(u ,v),(u ,w)  

ดังนั้นถ้าจุด v,w  เป็นอิสระกันใน G  แล้วจะมีทางเดียวที่คู่จุด i j(u ,v),(u ,w)  และคู่จุด j(u ,v),  

i(u ,w)  จะอิสระกันใน ijH  คือ จะต้องมีเส้น vw E(G)   ดังนั้นเราได้ผลที่ต้องการ 
 (2)  ต่อไปเราจะแสดงว่า ถ้าจุด v I(G)  แล้ว i ij(u ,v) I(H )  และ j ij(u ,v) I(H )  เพราะว่า ถ้า 
v I(G)  แล้วจะมี w I(G)  ที่ซึง่ vw E(G)  ดังนั้นจะมีเส้น i j(u ,v),(u ,w)  และ j i(u ,v),(u ,w)  ใน ijH  

จาก j ij(u ,w) I(H )  และ (1) ท าให้ i ij(u ,v) I(H )  และจาก i ij(u ,w) I(H )  และ (1) ท าให้ 

j ij(u ,v) I(H )  จะได้ว่า เซตอิสระใน G  จะสมนัยกับสองเซตอิสระใน ijH   

ดังนั้น  ij(H ) 2 (G)   และ    C
ijH =2 G        

 
ทฤษฎีบท 1.2  ให้ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ p  และไม่มี cut-vertex  แล้ว 

C C
m,n(K G) max{ 2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p (G )]max{m,n} }        

พิสูจน์ ให้ m,n i ii=1,2,...,m+n i=1,2,...,pV(K )={u }, V(G)={v }  และ 

 i i j m,n(u ,v ) V(K G) j=1,2,...,p}, i=1,2,...,m+nS=   

 สมมุติให้เซตอิสระใหญ่สุดของ m,nK  และ G  คือ 

  
m1 2

1
m+nm+1 m+2

; m>n{u ,u ,...,u }
I =

; m<n{u ,u ,...,u }






  และ 2I  ตามล าดับ 

. พิจารณา 1H   จากบทตั้ง 1.1  จะได้  1j(H )=2 (G)  , j=m+1,m+2,...,m+n   
จากทุก 1j 1kH ,H ; j k  จะมี (G)  จุดร่วมกันในเซตอิสระของมัน ซึ่งจะอยู่ใน 1S  

 ดังนั้น  เซตอิสระของ 1H  จะอยู่ใน  
m+n

j1
j=m+1

S S  

ในท านองเดียวกัน  เซตอิสระของ m2 3H ,H ,...,H  จะมี (G)  จุดร่วมกันในเซตอิสระของมัน ซึ่ง 
จะอยู่ใน m2 3S ,S ,...,S  ตามล าดับ 

 ดังนั้นเซตอิสระของ m,nK G  คือเซต  
m+n

i
i=1

A S  

 นอกจากนี้  เราได้เซตอิสระอ่ืนของ m,nK G  คือเซต  
m+n

i
i=m+1

A S  เมื่อ m<n 

 พิจารณาแต่ละ ijH  
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จาก    c c
m,n m,n m,nK G= K G K G    จะมี  m,nE GK   คือ เซตของ  m,nE K G  รวมกับ 

ทุกเส้นของ ijH  และจะเห็นว่าแต่ละเส้นใน CG  จะมีจุดปลายใน 2I   
ดังนั้น  จะมีเส้นซึ่งตกกระทบกับจุดใน   i jA S S  

ให้ B  เป็นเซตของทุกจุดใน  
m-1 m+n-1

m m+ni i
i=1 i=m+1

S S= S S c   จะได้ว่า A-B  เป็นเซตอิสระของ  

m,nK G  

ดังนั้น    m,nK G 2 (G)    

 

 
ภาพที่ 17  เซตอิสระ A-B   

   

 ในอีกทางหนึ่ง  เราสามารถหาเซตอิสระอ่ืนของ m,nK G   ได้ดังนี้ 

 ให้   
m+n

i
i=1

C= C  เมื่อ c
i iC ={(u ,v) / v I(G )}  จะได้ว่ า  A-C  และ A-C  เป็นเซตอิสระของ  

m,nK G     
ดังนั้น   C C(K G) max{ (m+n)[ (G) (G )-p],[p- (G )]max{m,n} }m,n       
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ภาพที่ 18  เซตอิสระ A-C  และ A-C  เมื่อ m<n 

 

นั่นคือ  C C(K G) max{ 2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p- (G )]max{m,n} }m,n       

สมมุตใิห้ C C
m,n(K G) max{ 2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p- (G )]max{m,n} }        

จะได้ว่า มีจุดใน  m,nV K G -(A-B)  ไม่ประชิดกับจุดใน A-B  ซึ่งเป็นไปไม่ได้เพราะ  

 m,n
(u,v) A-B

V K G -(A-B) = N(u,v)
∈

  และด้วยเหตุผลเดียวกัน จะได้ว่า 

 m,n
(u,v) A-C

V K G -(A-C) = N(u,v)
∈

 และ  m,n
(u,v) A-C

V K G - (A -C)= N(u,v)



 

จากทฤษฎีบท 1.1  ท าให้ได้ว่า 
C C

m,n(K G) max{ 2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p (G )]max{m,n} }                          
 
2. จ านวนจุดปกคลุมบนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ 

ทฤษฎีบท  2.1  ให้ G  เป็นกราฟอย่างง่ายอันดับ n  แล้ว   (G)+ (G)=n  (อ้างอิงจาก D.B. 
West.) 
 

ทฤษฎีบท 2.2  ให้ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ p  และไม่มี cut-vertex แล้ว 
c

m,n(K G)=min{ (m+n-2)p+ (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],    c(m+n)p- (G )max{m,n}}   
พิสูจน์      c c

m,n(K G)=(m+n)p-max{2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p- (G )]max{m,n}}   
               c c)=(m+n)p+max{-2 (G),-(m+n)[ (G (G)],[ (G )-p]max{m,n}}  
               c c=min{ (m+n)p-2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],(m+n)p- (G )max{m,n}}  

                                  c c=min{ (m+n-2)p+ (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],(m+n)p- (G )max{m,n}}     
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3. จ านวนจุดครอบง าบนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ 
ทฤษฎีบท 3.1 (อ้างอิงจาก O. Ore.) เซตครอบง า D  เป็นเซตครอบง าเล็กสุด ก็ต่อเมื่อ ส าหรับ

แต่ละจุด u D  จะสอดคล้องกับสมบัติต่อไปนี้ 
     1.  N(u) V -D      
     2.  จะมีจุด v V-D  ที่ซึ่ง N(v) D= {u}  

 

บทตั้ง 3.1  ให้ 
m+n m m+n

i ij i ij i ij
j=m+1 j=i+1 j=i+1

H= H , M= H , N= H  แล้ว ij(H ) 2 (G)   และ 

cij(H ) 2 (G )    
 

พิสูจน์ สมมุติให้ G  ไม่มี odd cycle จะได้ว่า ijH  และ ijH  จะมี 2 คอมโพแนนท์ที่ 
isomorphic กับ G  และ CG  

ถ้า G  มี odd cycle จะได้ว่าส าหรับจุด i i(u ,v) S  และ j j(u ,v) S , i<j   จะมี 
ijH id ((u ,v))=   

j GHij
d ((u ,v))=d (v) และ C

ij
i j GH H ij

d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  

 ในการพิสูจน์เราจะแสดงเฉพาะกรณี ijH ส าหรับกรณี ijH  เราจะพิสูจน์ท านองเดียวกัน 

 จากนิยามของ Kronecker product และ ijH  ส าหรับทุกจุด v,x G  จะได้ว่าจุด i i(u ,v),(u ,x)  
ไม่มีเส้นเชื่อมกัน และส าหรับจุด i i ij

(u ,v),(u ,x) H  จะมีเส้นเชื่อมกัน ก็ต่อเมื่อ v,w G  มีเส้นเชื่อมกัน   

ต่อไปเราจะแสดงว่า ij(H ) 2 (G)    
(1)  เราจะแสดงว่า ถ้าจุด v,w  อยู่ในเซตครอบง าใน G  แล้วจุด i i j(u ,v),(u ,w),(u ,v)  และ 

j(u ,w)  จะต้องอยู่ในเซตครอบง าใน ijH   
จากที่ก าหนดข้างต้น ส าหรับทุกจุด v,w G  จะไม่มีเส้นเชื่อมระหว่างคู่จุด i i(u ,v),(u ,w)  และ 

คู่จุด j j(u ,v),(u ,w)    
ดังนั้นถ้าจุด v,w  อยู่ในเซตครอบง าใน G  แล้วจะมีทางเดียวที่คู่จุด i j(u ,v),(u ,w)  หรือคู่จุด 

j i(u ,v),(u ,w)  ไม่อยู่ในเซตครอบง าใน ijH  คือจะต้องมีเส้น vw E(G)  แต่ vw E(G)  เพราะจุด v,w  
อยู่ในเซตครอบง าใน G   ดังนั้นเราได้ผลที่ต้องการ  

(2)  ต่อไปเราจะแสดงว่า ถ้าจุด v D(G)  แล้ว i ij(u ,v) D(H )  และ j ij(u ,v) D(H )  เพราะว่า  
ถ้า v D(G)  แล้วจะมี w D(G)  ที่ซึ่ง vw E(G)    

ดังนั้นจะมีเส้น i j(u ,v),(u ,w)  และ j i(u ,v),(u ,w)  ใน ijH  

จาก j ij(u ,w) D(H )  และ (1) ท าให้ i ij(u ,v) D(H )  และจาก i ij(u ,w) D(H )  และ (1) ท าให้ 

j ij(u ,v) D(H )  จะได้ว่า เซตครอบง าใน G  จะสมนัยกับสองเซตครอบง าใน ijH   
ดังนั้น  ij(H ) 2 (G)   และ C

ij(H ) 2 (G )        



22 
 

ทฤษฎีบท 3.2  ให้ G  เป็นกราฟอย่างง่ายอันดับ p  แล้ว   m,n(K G)=min{(m+n) (G),   
 c(m+n) (G ),2p}  

พิสูจน์ ให้ m,n i iV(K )= {u / i=1,2,...,m+n}, V(G)= {v / i=1,2,...,p},  และ 
m,ni i jS = {(u ,v ) V(K G) / j=1,2,...,p}, i=1,2,...,m+n     

 สมมุติให้เซตครอบง าเล็กสุดของ m,nK  และ G  คือ 1 1 m+1D = {u ,u }  และ 2D   ตามล าดับ 
. พิจารณา 1H  จากบทตั้ง 3.1 จะได้  1j(H ) 2 (G), j=m+1,m+2,...,m+n   จากทุก 1jH  จะมี 

(G)  จุดร่วมกันในเซตครอบง าของมัน ซึ่งจะอยู่ใน 1S  

 ดังนั้น  เซตครอบง าของ 1H  จะอยู่ใน 
m+n

j1
j=m+1

S S  

ในท านองเดียวกัน  เซตครอบง าของ m2 3H ,H ,...,H  จะมี (G)  จุดร่วมกันในเซตครอบง าของมัน  
ซึ่งจะอยู่ใน m2 3S ,S ,...,S  ตามล าดับ 

 ดังนั้นเซตครอบง าของ m,nK G  คือ เซต  
m+n

i
i=1

D S  เมื่อ i i 2D={(u ,v) / v D }  

นอกจากนี้  เราได้เซตเซตครอบง าอ่ืนของ m,nK G  คือเซต  
m+n

i
i=m+1

D D  เมื่อ i iD = {(u ,v) / v  

อยู่ในเซตครอบง าของ cG }  
 พิจารณาแต่ละ ijH    

จาก    c c
m,n m,n m,nK G= K G K G    จะมี  m,nE GK   คือ เซตของ  m,nE K G  รวมกับ

ทุกเส้นของ ijH  และจะเห็นได้ชัดว่าจุดใน 
ij

V H 
 
 

 จะประชิดกับจุดใน D  เพราะทุกจุดใน  m,nK GV  

จะประชิดกับจุดใน D  โดยเหตุผลเดียวกันจะได้ว่าทุกจุดใน 
ij

V H 
 
 

 จะประชิดกับจุดใน D  

 จะได้ว่า D  และ D  เป็นเซตครอบง าของ m,nK G    
 ในอีกทางหนึ่ง  เราสามารถหาเซตครอบง าอ่ืนของ m,nK G   ได้ดังนี้ 
 ให้  1 m+1E=S S  จะได้ว่า E  เป็นเซตครอบง าของ  m,nK G     

ดังนั้น   c
m,n(K G) min{(m+n) (G),(m+n) (G ),2p}     
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ภาพที่ 19  เซตครอบง า D  หรือ D    

 
ภาพที่ 20  เซตครอบง า E  

 

สมมุติให้ c
m,n(K G)<min{(m+n) (G),(m+n) (G ),2p}    จะได้ว่ามีจุดใน   m,nV K G D  ไม่

ประชิดกับจุดใน D  ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะ   m,nV K G D  จะประชิดกับจุด ใน D  และด้วยเหตุผล
เดียวกัน ส าหรับกรณีเซตครอบง า D  และ E  

ดังนั้น  c
m,n(K G)=min{(m+n) (G),(m+n) (G ),2p}            

 

 



 
บทที ่5 

สรปุผลและขอ้เสนอแนะ  
 
1.  สรปุผล  

จากงานวิจัยนี้ เราได้ค่าของจ านวนอิสระ จ านวนจุดปกคลุม และจ านวนจุดครอบง าบนผลคูณ 
มอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ ดังต่อไปนี้  

1.  ส าหรับ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ p  และไม่มี cut-vertex แล้ว จ านวนอิสระบนผลคูณ
มอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ คือ  

C C
m,n(K G) max{ 2 (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],[p (G )]max{m,n} }        

2.  ส าหรับ G  เป็นกราฟต่อเนื่องอันดับ p  และไม่มี cut-vertex แล้ว จ านวนจุดปกคลุมบน 
ผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ คือ 

         c
m,n(K G)=min{ (m+n-2)p+ (G),(m+n)[ (G)+ (G )-p],    c(m+n)p- (G )max{m,n}}  

3.  ส าหรับ G  เป็นกราฟอย่างง่ายอันดับ p  แล้ว จ านวนจุดครอบง าบนผลคูณมอดูลาร์ของ
กราฟอย่างง่ายและกราฟสองส่วนบริบูรณ์ คือ 

c
m,n(K G)=min{(m+n) (G),(m+n) (G ),2p}    

 
2.  ข้อเสนอแนะ  

จากการท าการวิจัยเรื่องกราฟพารามิเตอร์เชิงจุดบนผลคูณมอดูลาร์ของกราฟอย่างง่ายและกราฟ 
สองส่วนบริบูรณ ์ได้ข้อคิดเห็นและข้อเสนอแนะดังนี้  

1.  งานวิจัยนี้สามารถน าไปใช้เป็นแนวทางในการหาค่ากราฟพารามิเตอร์เชิงจุดอ่ืนๆ 
2.  ในงานวิจัยนี้สามารถน าไปใช้เป็นแนวทางแก้ปัญหากับกราฟลักษณะเฉพาะอ่ืนๆได้ 
3.  เมื่อได้ศึกษาทฤษฎีบทต่างๆในงานวิจัยนี้แล้วอาจจะศึกษาต่อไปในการประยุกต์อ่ืนๆต่อไป  
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