
 

 
ผลเฉลยเชงิดิสทรบิิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ที่สัมพันธ

กับสมการเบสเซล 
 

 

 

 

 

โดย 

ศศิธร ปจจุโส 
 

 

 

 

 

สนับสนนุงบประมาณโดย 
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลรัตนโกสินทร 

ประจําปงบประมาณ 2558 

http://www.parttimejobvip.com/wp-content/uploads/2011/04/มทร.รัตนโกสินทร์.jpeg
http://www.parttimejobvip.com/wp-content/uploads/2011/04/มทร.รัตนโกสินทร์.jpeg�


Distributional solutions of nth-order differential 
equations related to the Bessel equation 

 
 
 
 
 

By 

Sasitorn Putjuso 
 
 
 
 
 
 

Granted by 
Rajamangala University of Technology Rattanakosin 

Fiscal year 2015 



 
 

ก 

 

กิตติกรรมประกาศ 
 

          รายงานวิจัยเรื่อง ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการ
เบสเซล จัดทําข้ึนเพ่ือเปนเอกสารประกอบการรายงานผลการวิจัยสําหรับโครงการวิจัย ประจําป
งบประมาณ พ.ศ.2558 มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลรัตนโกสินทร โดยมีเนื้อหาท้ังสิ้น 4 บท
ประกอบดวย บทนํา ทบทวนวรรณกรรมท่ีเก่ียวของ วิธีการท่ีใชในการศึกษาวิจัย และผลการวิจัย  
          หวังเปนอยางยิ่งวารายงานฉบับนี้คงจะเปนประโยชนสําหรับนักศึกษา และผูท่ีสนใจเก่ียวกับ
งานวิจัยในดานทฤษฎีดิสทริบิวชันซ่ึงเปนแขนงหนึ่งของวิชาคณิตศาสตรไมมากก็นอย 

ทายท่ีสุดนี้ ผูจัดทําขอขอบคุณทุนอุดหนุนโครงการวิจัย ประจําปงบประมาณ พ.ศ.2558 จาก
มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลรัตนโกสินทร ท่ีใหการสนับสนุนในดานทุนวิจัยจนไดงานวิจัยท่ีเสร็จ
สมบูรณ 

 
 

ผศ.ดร.ศศิธร ปจจุโส และคณะ 
              สิงหาคม 2558 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ข 

บทคัดยอ 
 

รหัสโครงการ :  Inno 007/2558 
ช่ือโครงการ      :  ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล 
ช่ือนักวิจัย      :  ผศ.ดร.ศศิธร ปจจุโส และ ผศ.ดร.คําสิงห นนเลาพล 
  
          ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ 
n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซลซ่ึงอยูในรูป  

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

โดยท่ี , 2v n∈ ≥� และ x  เปนตัวแปรจริง  ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีไดจะอยูในรูปของอนุกรม
อนันตของฟงกชันไดแรคเดลตาและอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดลตา นอกจากนี้เรายังไดพิจารณาผล
เฉลยเชิงดิสทริบิวชันดังกลาวในหลายลักษณะท่ีนาสนใจอีกดวย 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
คําสําคัญ  :  ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน, สมการเชิงอนุพันธ, สมการเบสเซล, สังวัตนาการ  
 
E-mail Address : sasitorn.put@rmutr.ac.th 
ระยะเวลาโครงการ  : 1 ตุลาคม 2557 - 30 กันยายน 2558 



 

ค 

Abstract 
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In this research, we study the distributional solutions of nth-order differential equation 
of the form 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

where , 2v n∈ ≥�  and x  is a real variable. These solutions are obtained in the form 
of infinite series of the Dirac delta functions and its derivatives. We employ this solution 
to observe their interesting features. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1. ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

       ทฤษฎีดิสทริบิวชัน (Distribution Theory) แตกอนมีชื่อเรียกอีกอยางวา ทฤษฎีของฟงกชัน
วางนัยท่ัวไป (theory of the generalized function) ตัวอยางดิสทริบิวชันท่ีรูจักกันเปนอยางดี ก็
คือ ฟงกชันไดแรคเดลตา (Dirac delta function) ท่ีพอล ไดแรค (Paul A. M. Dirac) นักฟสิกสชาว
อังกฤษเปนคนนิยามข้ึนมาซ่ึงถูกนําไปใชอยางกวางขวางในสาขาตางๆโดยเฉพาะอยางยิ่งสาขาฟสิกส
และวิศวกรรมไฟฟา  

       ทฤษฎีดิสทริบิวชันนอกจากไดถูกนําไปใชและไปประยุกตใชในสาขาฟสิกสและสาขา
วิศวกรรมศาสตรแลวทฤษฎีดิสทริบิวชันยังไดรับความสนใจอยางแพรหลายในหลายแขนงของสาขา
คณิตศาสตรมาชานานเพราะการศึกษาทฤษฎีดิสทริบิวชันไดเปนการเปดพ้ืนท่ีใหมของการวิจัยทาง
คณิตศาสตรซ่ึงเปนแรงกระตุนและผลักดันใหเกิดการพัฒนาทางวิชาการหลายแขนงทางสาขา
คณิตศาสตร เชน สมการเชิงอนุพันธสามัญ สมการเชิงอนุพันธยอย แคลคูลัสเชิงคํานวณ ทฤษฎีการ
แปลงและการวิเคราะหเชิงฟงกชัน และโครงขายคอมพิวเตอร เปนตน 

        ในการศึกษาหาผลเฉลยของสมการเบสเซล 

                         ( )2 2 2( ) ( ) ( ) 0x y x xy x x v y x′′ + + − =  

เราทราบวาผลเฉลยจะอยูในรูปของผลเฉลยแบบฉบับ (classical solution) นั่นคือ  
( ), ( )v vJ x J x−  เม่ือv  ไมเปนจํานวนเต็มและ ( ), ( )v vJ x Y x  เม่ือ v  เปนจํานวนเต็ม ตางก็เปน

ผลเฉลยของสมการเบสเซล แตแทท่ีจริงแลวผลเฉลยของสมการดังกลาวยังสามารถเขียนในรูปของผล
เฉลยเชิงดิสทริบิวชัน (distributional solution) ไดอีกดวย 

        พิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential equation)  
Ly τ=  

โดยท่ีตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ L  นิยามดังนี้ 
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โดยท่ี ( )ma x เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ τ  เปนดิสทริบิวชัน เราพบวาดิสทริบิวชัน y  เปน

ผลเฉลยของสมการขางตนถาสําหรับทุกฟงกชันคาทดสอบ ϕ  แลวจะไดวา 

                                            , ,Ly ϕ τ ϕ=  

และผลเฉลย y  ของสมการเชิงอนุพันธสามัญสามารถจําแนกไดดังนี้ คือ 



 
2 

 

1. ถาผลเฉลย y  เปนฟงกชันปรับเรียบ (smooth function) แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลย

แบบฉบับ (classical solution) 
2. ถาผลเฉลย y  ไมเปนฟงกชันปรับเรียบ แตสอดคลองกับการดําเนินการทางดิสทริบิวชัน  นั่น

คือสอดคลองกับ , ,Ly ϕ τ ϕ=  แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลยแบบออน (weak solution) 

3. ถาผลเฉลย y  เปนดิสทริบิวชันเอกฐาน (singular distribution) และสอดคลองกับขอ 2.  

แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน (distributional solution) 

นอกจากนี้ผลเฉลยท้ังหมดเราเรียกวา ผลเฉลยวางนัยท่ัวไป (generalized solutions) 
          การหาผลเฉลยของสมการเบสเซลท่ีเปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันนั้นไดมีการศึกษาแลวใน [11] 
โดยกําหนดใหผลเฉลยอยูในรูปของอนุกรมอนันต  

                         ( )

0
( )n

n
n

y a xδ
∞

=

=∑  

โดยท่ี na  เปนสัมประสิทธิ์ และ ( ) ( )n xδ  เปนอนุพันธอันดับ n   ของฟงกชันไดแรคเดลตา (Dirac 

delta function) แลวใชวิธีการดําเนินการทางดิสทริบิวชันหาผลเฉลย ซ่ึงไดผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน
สองผลเฉลยท่ีอยูในรูปของอนุกรมอนันตของฟงกชันไดแรคเดลตาและอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดล
ตา นอกจากนี้ถาเรากําหนดคา v  เปนคาท่ีเหมาะสม แลวจะไดผลเฉลยท่ีเปนอนุกรมจํากัดซ่ึงเปน
รูปแบบท่ีสวยงามและนาสนใจเปนอยางยิ่ง 

      ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                 ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

โดยท่ี , 2v n∈ ≥�   โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และผลเฉลยท่ีไดก็ยังคงเปน
ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจเชนกัน 

       การศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบส
เซล นอกจากจะนําไปประยุกตใชเก่ียวของกับทฤษฎีทางฟสิกสและวิศวกรรมศาสตร (Mathematical 
physics and Mathematical Engineering) ดังท่ีไดกลาวมาขางตน แลวยังสามารถนําไปประยุกตใช
ไดในหลายๆแขนงวิชา  เชน  Approximation Theory, Probability Theory, Optimization 
Theory, Operator theory, Quantum filed เปนตน ดังนั้นนักคณิตศาสตรจึงไดศึกษาและวิจัยใน
แขนงดังกลาวกันอยางตอเนื่อง เพราะในการคิดคนทฤษฎีเพ่ือหาองคความรูใหม ๆ นั้นนับวามี
ประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการและการพัฒนาประเทศ ซ่ึงเปนท่ียอมรับวาทฤษฎีและองค
ความรูใหมๆท่ีเกิดจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการ
ในสาขาและแขนงตางๆแลว บางครั้งยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอ่ืนๆ และเปนพ้ืนฐานสําคัญใน
การพัฒนาทางวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (Basic Science) อีกดวย อันถือเปนพ้ืนฐานในการพัฒนา
ประเทศชาติตอไป  

     ดังนั้นการศึกษาทฤษฎีและสมบัติตาง ๆ ของผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล ดังกลาวขางตน   จะกอใหเกิดทฤษฎีและองคความรูใหมๆท่ี
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คาดวาจะไดรับอาจแบงเปนสองแนวทางใหญๆ คือ ทฤษฎีและองคความรูใหมๆเก่ียวกับการหาเฉลย
เชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซลและการนําเฉลยท่ีไดไป
ประยุกตใชกับสาขาวิชาอ่ืนๆ ตอไป ซ่ึงเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญในการพัฒนาวิชาการในสาขาวิชาท่ี
เก่ียวของอันจะเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาประเทศตอไป 
 
2. วัตถุประสงคของโครงการวิจัย 
     2.1 คิดคนทฤษฎีและองคความรูใหมๆ เก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง 

อนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล 

     2.2 นําทฤษฎีและองคความรูใหมๆ เก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง 

อนุพันธอันดับ n  ท่ีไดไปประยุกตใชกับสมการรูปแบบตางๆ 

3. ขอบเขตของโครงการวิจัย 
        ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ

อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                 ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

โดยท่ี , 2v n∈ ≥�   โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และผลเฉลยท่ีไดก็ยังคงเปน
ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจเชนกัน 
 
4. ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
  4.1 ไดความรูและทฤษฎีใหมๆท่ีเก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ี 

        สัมพันธกับสมการเบสเซล 

  4.2 ประยุกตใชผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีไดกับสมการรูปแบตางๆ 

  4.3 ผลงานตีพิมพในระดับนานาชาติเพ่ือเปนการเผยแพรผลงานและชื่อเสียงของนักคณิตศาสตรไทย 
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บทที่ 2  
วรรณกรรมและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

           กอนท่ีจะมีการสรางทฤษฎีดิสทริบิวชันข้ึน ดิสทริบิวชันไดถูกนําไปใชและถูกอางอิงถึงบอย ๆ 
โดยนักฟสิกสและนักวิศวกร ตัวอยางเชน ฟงกชันไดแรคเดลตา และอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดลตา 
ทฤษฎีดิสทริบิวชันถูกสรางข้ึนครั้งแรก โดย S. L. Sobolev [21] ในป ค.ศ. 1936 ซ่ึงไดแนะนํานิยาม 
และระบบของดิสทริบิวชัน และตอมาไดถูกพัฒนาทางดานทฤษฎีโดย L. Schwartz [20] และแตง
เปนหนังสือ ถูกเผยแพรในป 1950 และ 1951 หลังจากนั้นก็ไดมีการศึกษาทฤษฎีและสมบัติตางๆ 
มากมายของดิสทริบิวชันตามมา ตัวอยางเชน ในป 1961  H. J. Bremermann และ L. Durand [1] 
ไดศึกษาเก่ียวกับการแปลงฟูเรียรของดิสทริบิวชัน  C. F. Rehberge [10.19] ไดนําเอาทฤษฎีดิสทริ
บิวชันท่ีศึกษามาไปประยุกตใชเก่ียวกับวิศวกรรมไฟฟา ในป 1962 J. Mikusinski [17] และ A. 
Erdelyi [5] ไดศึกษาเก่ียวกับแคลคูลัส และการดําเนินการตาง ๆ ของดิสทริบิวชัน  R. Courant [3] 
ไดนําเอาทฤษฎีดิสทริบิวชันไปชวยในการหาผลเฉยของสมการเชิงอนุพันธยอยและไดมีการนิยามและ
หาผลคูณระหวางดิสทริบิวชันสองดิสทริบิวชันข้ึนมาโดย J. Mikusinski [16]  
           หลังจากนั้นในป ค.ศ. 1964 ก็ไดมีการศึกษาการหาผลการแปลงฟูเรียร ลักษณะเฉพาะ 
ของดิสทริบิวชันและอัลตราดิสทริบิวชัน ซ่ึงเปนสวนของทฤษฎีข้ันสูงของทฤษฎีดิสทริบิวชัน โดยสอง
นักคณิตศาสตรชาวรัสเซีย คือ I. M. Gelfand และ G. E. Shilov [6]  ในสวนของการหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธนั้น เราทราบวาเม่ือไมนานมานี้ไดมีการพิจารณาศึกษาปญหาการมีผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธสามัญในปริภูมิของฟงกชันวางนัยท่ัวไปและการประยุกตใชวิธีการทางทฤษฎีดิสทริ
บิวชันในการศึกษาทางดานฟสิกสเชิงคณิตศาสตร ทฤษฎีของอนุพันธยอย พลศาสตรควอนตัม 
แคลคูลัสเชิงการดําเนินการ และการวิเคราะหเชิงฟงกชัน  
           ในปจจุบันการวิจัยทางดานสมการเชิงอนุพันธสามัญยังมีการพัฒนาไมเพียงพอและมี
ขอจํากัดในการหาผลเฉลยสําหรับสมการอันดับสองหรือระบบท่ีมีอันดับสูงข้ึนเปนท่ีรูกันดีวาระบบเอก
พันธุเชิงเสนปกติของสมการเชิงอนุพันธท่ีมีสัมประสิทธิ์ปรับเรียบอนันตจะไมมีผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน 
แตอยางไรก็ตามผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันสามารถจะปรากฏไดในกรณีท่ีสมการมีสัมประสิทธิ์เปนเอก
ฐาน  ตัวอยางเชน สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง  

                                                2 2 0dyx y
dx

− =  

ท่ี 0x =  จะอยูในภาวะเอกฐานท่ีจําเปนของสมการขางตน และมีผลเฉลยคืออนุกรมอนันต 

                                             
( )
1 ( )

0

2 ( )
! 1 !

n n

n

xy
n n

δ+∞

=

=
+∑  

แมวาอนุกรมอนันตขางตนจะไมนิยามดิสทริบิวชัน แต Kim และ Kwon [12] ไดแสดงแลววาอนุกรม
ดังกลาวนิยามฟงกชันเกิน (hyperfunction) ในป ค.ศ.1982 Wiener [22] ไดศึกษาสมการเชิง
อนุพันธท่ีมีสัมประสิทธเปนเอกฐานแบบตางๆ และไดหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง
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อนุพันธดังกลาวดวย ตอมา Wiener และ Shah [26] ไดศึกษางานวิจัยเก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิว
ชันรวมท้ังศึกษาความสัมพันธระหวางผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันและผลเฉลยท้ังหมด (entire solution) 
ของสมการอนุพันธเชิงเสนสามัญเชิงเสน 
             ในป ค.ศ.1987 Littlejohn และ Kanwal [15] ไดศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของ 
สมการเชิงอนุพันธไฮเพอรจีออเมตริก ซ่ึงผลเฉลยท่ีไดจะอยูในรูปแบบอนุกรมอนันตของฟงกชันไดแรค
เดลตาและอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดลตา  นอกจากนี้สําหรับการศึกษาผลเฉลยท่ีอยูในรูปแบบ
อนุกรมอนันตของฟงกชันเดลตาและอนุพันธของสมการเชิงอนุพันธสามัญสามารถศึกษาไดจากผลงาน
ของ Morton และ Krall [18], Krall [13], Littlejohn [14], Wiener และ Cooke [2,24,25] และ 
Hernandez-Estrada [6] เม่ือไมนานมานี้ Intason และ Nonlaopon [8] ไดศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริ
บิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 

                 ( )( ) ( 1) ( 2) ( 3)( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n nxy x p q y x xy x py x− − −+ + − − =  

โดยท่ี , , 3p q n∈ ≥�  และ x  เปนตัวแปรจริงใดๆ ซ่ึงเปนการขยายแนวความคิดของ Kamke [9] 

ท่ีศึกษาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับ 3และผลเฉลยท่ีไดก็เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันเชนกัน 
ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                         ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

เม่ือ , 2v n∈ ≥� โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n และผลเฉลยท่ีไดก็ยังเปนผล
เฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจ 
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บทที่ 3  
วิธีการดําเนินงานวิจัย 

วิธีการดําเนินงานวิจัยมี 5 ข้ันตอนดังตอไปนี้ 
1. ศึกษาหาความรูเก่ียวกับการนิยามและทฤษฎีบทตาง ๆของผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง

อนุพันธอันดับ n จากเอกสารท่ีเก่ียวของเพ่ือเปนแนวทางในการศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของ

สมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซลตอไป 

2. คนควาหาเอกสาร ตํารา วารสาร และ เอกสารสิ่งพิมพท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยท่ีกําลังดําเนินการ

วิจัยอยูจากตางๆ  

3. โดยการอาศัยความรูพ้ืนฐานท่ีไดจากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามขอ 1 – 2 และประสบการณท่ี

ไดจากการแลกเปลี่ยนความคิดเห็นและปรึกษากับนักวิจัยชาวตางประเทศท่ีมีความเชี่ยวชาญดานการ

หาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และหาแนวทางในการคิดคนทฤษฎีใหมๆ

ท่ีเก่ียวกับการหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล

ตามวัตถุประสงคท่ีกําหนดไวในหัวขอ 1 – 2 

4.  สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  

ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล 

5. สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย 
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บทที ่4  
ผลการทดลองและการวิเคราะหผล 

 

ทฤษฎีบท 1. สมมติให ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
w x a xδ

∞

=

=∑  เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันอันดับ n  ของ

สมการเชิงอนุพันธ 

                       ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =              (1)  

โดยท่ี 0, 2, 0p n b≥ ≥ > และ x  เปนตัวแปรจริง แลว 

( )i  ถา 2n =  จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑      (2)  

และ 

                ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑             (3)  

     ( )ii  ถา 3n =  จะไดวา 

                 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑              (4)  

    ( )iii ถา 4n =  จะไดวา 

                                                        ( ) 0w x ≡                                        (5)  

พิสูจน ข้ันแรกจะประยุกตใชแนวคิดพ้ืนฐานของทฤษฎีดิสทริบิวชัน คือ ใชฟงกชันคาทดสอบ 

( ) ( )x Dφ ∈   พิจารณา 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2) ,n n nx y xy x v y φ− −+ + −  

                          ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2), , ,n n nx y xy x v yφ φ φ− −= + + −         (6)  

ในท่ีนี้ 

( )( ) ( )( )2 ( ) ( ) 2 2, , 1 ,
nnn nx y y x y xφ φ φ= = −  

                                 ( ) ( )( ) 2 ( ) ( 1) ( 2)1 , 2 1n n n ny x nx n nφ φ φ− −= − + + −       (7)             
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                ( )( ) ( )1 ( 1)( 1) ( 1), , 1 ,n nn nxy y x y xφ φ φ− −− −= = −  

                                 ( ) ( )( 1) ( 1) ( 2)1 , 1n n ny x nφ φ− − −= − + −                       (8.)  

และ 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( 2)22 2 ( 2) ( 2) 2 2 2 2, , 1 ,
nnn nx v y y x v y x vφ φ φ
−−− −− = − = − −                  

( ) ( ) ( ) ( )( )( 2) 2 2 ( 2) ( 3) ( 4)1 , 2 2 2 3n n n ny x v n x n nφ φ φ− − − −= − − + − + − −   (9)  

ตอไป จะแทนอนุกรม ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
y x a xδ

∞

=

=∑  ในทางขวามือของ (7)  ถึง (9)  จะไดวา      

                        ( ) ( )( ) ( ) ( )22

0
, 1 ,n k n

k
k

x y a k n k n xφ δ φ
∞

+ −

=

= + + −∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
, 1 ,n k n

k
k

xy a k n xφ δ φ
∞

− + −

=

= − + −∑  

และ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 42 2

0
, 1 2 2 2 3 ,n k n

k
k

x v y a k k n k n n xφ δ φ
∞

− + −

=

− = − + − + − −  ∑

                                  ( ) ( )22

0
,k n

k
k

a v xδ φ
∞

+ −

=

− ∑  

แทนคาใน (6) จะได 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2) ,n n nx y xy x v y φ− −+ + −  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2
2

0
1 1 1 ,k n

k k
k

a k n v k n v a k n k n xδ φ
∞

+ −
+

=

= + − − + − + + + + −  ∑
   ( )( ) ( ) ( )( ) ( )4 3

0 12 3 2 1 ,n na n n a n nδ δ φ− −+ − − + − −                            (10)  

จาก (10)  ทําใหไดวา ถา ( )y x  เปนผลเฉลยของ (1)  ดังนั้นสําหรับ 0,1,2,...,k =  จะได

ความสัมพันธเวียนเกิด 

      ( )( ) ( )( )21 1 1 0k ka k n v k n v a k n k n++ − − + − + + + + − =               (11)  

เพ่ือท่ีจะหาสัมประสิทธิ์ 2ka +  เราจะพิจารณาท้ัง 3  กรณีดังตอไปนี้ 

กรณี 1. ถา 3n > แลว ( )( )2 3 0n n− − ≠  และ ( )( )2 1 0n n− − ≠  ดังนั้น 

                  
( )( )

( )( )2

1 1
1k k

k n v k n v
a a

k n k n+

+ − − + − +
= −

+ + −
                              (12)  
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แตเนื่องจาก 0 0a =  และ 1 0a =  เราพบวา 2 0ka + =  สําหรับทุกๆ 0k ≥  ดังนั้น ( ) 0y x =  

กรณี 2. ถา 2n = แลว 0 0a ≠ และ 1 0a ≠  จะไดความสัมพันธเวียนเกิด 

                       
( )( )

( )( )2

1 1
2 1k k

k v k v
a a

k k+

+ − + +
= −

+ +
                                    (13)  

จากความสัมพันธเวียนเกิด (13)  พิจารณา 

 
( )( )

2 0

1 1
1 2
v v

a a
− +

= −
⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )

4 2 0

3 3 1 3 1 3
3 4 1 2 3 4
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )( )( )

6 4 0

5 5 1 3 5 1 3 5
5 6 1 2 3 4 5 6
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
2 0

1 3 2 1 1 3 2 1
1

1 2 3 2
r

r
v v r v v v r v

a a
r

− − ⋅ ⋅ ⋅ − − + + ⋅ ⋅ ⋅ − +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅



 

      ( )
( ) ( )

( )
1 1

0

2 1 2 1
1

2 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− − − +
= −

∏ ∏
 

ในทํานองเดียวกัน 

( )( )
3 1

2 2
2 3
v v

a a
− +

= −
⋅

 

( )( ) ( )( )( )( )
5 3 1

4 4 2 4 2 4
4 5 2 3 4 5
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( )( ) ( )( )( )( )( )( )
7 5 1

6 6 2 4 6 2 4 6
6 7 2 3 4 5 6 7
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )2 1 1

2 4 2 2 4 2
1

2 3 4 2 1
r

r
v v r v v v r v

a a
r+

− − ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +



 

       ( )
( ) ( )

( )
1 1

1

2 2
1

2 1 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− +
= −

+

∏ ∏
 

ดังนั้นจะไดผลเฉลย 
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        ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑          (14)  

และ 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                         (15)  

กรณี 3. ถา 3n = แลว 0 0a ≠ และ 1 0a = เราจะไดความสัมพันธเวียนเกิด 

                        
( )( )

( )( )2

2 2
3 2k r

k v k v
a a

k k+

+ − + +
= −

+ +
                                (16)  

จากความสัมพันธเวียนเกิด (16)  เราจะพิจารณา 

 
( )( )

2 0

2 2
3 2
v v

a a
− +

= −
⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )

4 2 0

4 4 2 4 2 4
5 4 5 4 3 2
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )( )( )

6 4 0

6 6 2 4 6 2 4 6
7 6 7 6 5 4 3 2
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )2 0

2 4 2 2 4 2
1

1 2 3 2 1
r

r
v v r v v v r v

a a
r

− − ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +



 

     ( )
( ) ( )

( )
1 1

0

2 2
1

2 1 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− +
= −

+

∏ ∏
 

ดังนั้นจะไดผลเฉลย 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                            (17)  

บทแทรก 1. กําหนดให m  เปนจํานวนเต็มท่ีไมใชจํานวนลบ แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการ

เชิงอนุพันธ 

              ( )( )22 '' ' 2( ) ( ) 1 ( ) 0x y x xy x x m y x+ + − + =                     (18)  
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จะอยูในรูป 

                   ( ) ( )
( )

( ) ( )
[ ]/2

2

0

!
4 ! 2 !

m
m k

k
k

m k
y x C x

k m k
δ −

=

−
=

−∑                      (19)  

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 

บทแทรก 2. ให q  เปนจํานวนเต็มบวกค่ี แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 

            ( )( )22 ''' '' 2( ) ( ) 1 '( ) 0x y x xy x x q y x+ − + + =                    (20)  

จะอยูในรูป 

                     ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

2 2 1

0

!
4 ! 2 !

q

q k
k

k

q k
y x C x

k q k
δ

−

− +

=

−
=

−∑                (21)  

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 

ตัวอยาง 1. ถา 1b =  จะไดสมการ (1)  เปนสมการเบสเซล 

1. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

                ( )2 '' ' 2 1 0x y xy x y+ + − =                                 (22)  

จาก (2.) จะไดผลเฉลยคือ ( )0 0y a xδ=  

2. สําหรับ 2p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                 ( )2 '' ' 2 4 0x y xy x y+ + − =                              (23)  

จาก (2.) จะไดผลเฉลยคือ ( )'
1 0y a xδ=  

3. สําหรับ 3p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                 ( )2 '' ' 2 9 0x y xy x y+ + − =                             (24)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2 2
2

0

2 !
4 ! 2 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( )

( ) ( )( )

''
0

''
0

14
4

4

a x x

a x x

δ δ

δ δ

 = + 
 

= +
 

 
4. สําหรับ 1p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                     ( )2 '' ' 2 16 0x y xy x y+ + − =                            (25)  
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จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

3 2
3

0

3 !
4 ! 3 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( )

( ) ( )( )

' '''
1

' '''
1

12
2

2

a x x

a x x

δ δ

δ δ

 = + 
 

= +
 

5. สําหรับ 1p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                    ( )2 '' ' 2 25 0x y xy x y+ + − =                               (26)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

4 2
4

0

4 !
4 ! 4 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

        
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

4''
0

4''
0

1 316
16 4

12 16

a x x x

a x x x

δ δ δ

δ δ δ

 = + + 
 

= + +
 

6. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

               ( )2 '' ' 2 36 0x y xy x y+ + − =                               (27)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

5 2
5

0

5 !
4 ! 5 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5' '''
1

5' '''
1

16 3
3 16

16 16
3 3

a x x x

a x x x

δ δ δ

δ δ δ

 = + + 
 

 = + + 
 

 

7. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

                           ( )2 '' ' 2 49 0x y xy x y+ + − =                            (28)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

                        ( ) ( )
( )

( ) ( )
3

6 2
6

0

6 !
4 ! 6 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

4 6''
0

4 6''
0

1 3 564
64 8 4

24 80 64

a x x x x

a x x x x

δ δ δ δ

δ δ δ δ

 = + + + 
 

= + + +
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บทที ่5  
สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 

ทฤษฎีบท 1. สมมติให ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
w x a xδ

∞

=

=∑  เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันอันดับ n  ของ

สมการเชิงอนุพันธ 

                       ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =               

โดยท่ี 0, 2, 0p n b≥ ≥ > และ x  เปนตัวแปรจริง แลว 

( )i  ถา 2n =  จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑       

และ 

                ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                  

( )ii  ถา 3n =  จะไดวา 

                 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                  

( )iii ถา 4n =  จะไดวา 

                                                        ( ) 0w x ≡                                        

บทแทรก 1. กําหนดให m  เปนจํานวนเต็มท่ีไมใชจํานวนลบ แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการ

เชิงอนุพันธ 

              ( )( )22 '' ' 2( ) ( ) 1 ( ) 0x y x xy x x m y x+ + − + =                      

จะอยูในรูป 

                   ( ) ( )
( )

( ) ( )
[ ]/2

2

0

!
4 ! 2 !

m
m k

k
k

m k
y x C x

k m k
δ −

=

−
=

−∑                       

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 
บทแทรก 2. ให q  เปนจํานวนเต็มบวกค่ี แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 
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            ( )( )22 ''' '' 2( ) ( ) 1 '( ) 0x y x xy x x q y x+ − + + =                     

จะอยูในรูป 

                     ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

2 2 1

0

!
4 ! 2 !

q

q k
k

k

q k
y x C x

k q k
δ

−

− +

=

−
=

−∑                 

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 
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