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Abstract 
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Project name   : Matching and Edge Covering Number on Modular Product  
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 The Modular Product 1 2G G◊  of graph 1G  and graph 2G  has vertex set 

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = ×   and edge set 
[ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈ ∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉   

In this research, we determine generalizations of two edge-graph parameters are 
matching number and edge covering number on Modular product of simple graph and 
complete bipartite graph. 
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บทที่ 1 
บทนํา  

 
1. ความเปนมาและความสําคัญของปญหา   

 

 เปนท่ียอมรับกันโดยท่ัวไปวาทฤษฎีกราฟ เปนสาขาหนึ่งของคณิตศาสตรท่ีไดรับการพัฒนาไป
อยางรวดเร็วท้ังทางดานทฤษฎีและการประยุกต สามารถนําไปประยุกตใชในศาสตรสาขาอ่ืนๆไดอีก
มากมาย  ท่ีเปนเชนนี้เนื่องจากกราฟเปนระบบคณิตศาสตรท่ีไมซับซอนมีลักษณะเปนรูปธรรม  กลาวคือ  
กราฟประกอบดวยเซตของจุด V  และเซตของเสน E  ซ่ึงเปนคูไมอันดับท่ีมีสมาชิกมาจากเซต V  โดยท่ี
เซต E จะเปนตัวบอกความสัมพันธของคูสมาชิกใดๆในเซต V   ดังนั้นกราฟจึงเหมาะท่ีจะใชในการ
ประยุกต  เพ่ือชวยในการอธิบายปญหา และแกปญหาในสถานการณท่ีเก่ียวของได   ซ่ึงในการแกปญหา
นั้น เราจําเปนท่ีตองมีความรูและเขาใจในทางทฤษฎีเปนอยางดี  เพราะฉะนั้นการคิดคนความรูและทฤษฎี
บทใหม   จึงเปนสิ่งท่ีจําเปน ซ่ึงทางผูวิจัยไดคํานึงถึงสิ่งดังกลาว ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงสนใจในการสรางทฤษฎี
บทท่ีเก่ียวกับโครงสรางของกราฟและการกระทําบนกราฟตางๆ ซ่ึงในท่ีนี้ก็คือ กราฟพารามิเตอรบนกราฟ
ท่ีเกิดจากผลคูณของกราฟสองกราฟนั่นเอง  กราฟท่ีจะศึกษาจะเปนกราฟอยางงายและสัญลักษณตางๆท่ี
ใชเปนสัญลักษณมาตรฐานท่ีพบในตําราทางทฤษฎีกราฟท่ัวไป 

จากการศึกษาเอกสารเอกสารท่ีเก่ียวของกับการวิจัยทางทฤษฎีกราฟจะพบวามีผลงานท่ีเก่ียวของ
กับกราฟพารามิเตอรตางๆ เชน  Clique Numbers, Matching Number, Chromatic Number, Sum 
Number, Independent Number, Domination Number, Hamiltonian Number,  Forest 
Number  และ Decycling Number   บนกราฟชนิดตางๆ  เชน  Regular Graph, Cubic 
Graph, Complement of Graph, Complete Bipartite Graphs, Square of Complete Graphs, 
Jump Graphs, Tree, Weel  และ Weighted Graphs  เปนตน  และยังพบวามีการศึกษากราฟ
พารามิเตอรตางๆบนกราฟท่ีเกิดจากการกระทําตางๆบนกราฟเชน กราฟเติมเต็ม (Complement 
Graph), กราฟรวม (Joined Graph), กราฟผลตาง (Difference Graph) หรือผลคูณตางๆเชน ผลคูณ
คารทีเชียน (Cartesian Product), ผลคูณโครเน็กเกอรหรือผลคูณเท็นเซอรหรือผลคูณตรง (Kronecker, 
Tensor, Direct Product), ผลคูณเขม (Strong Product) และผลคูณเล็กซิโคกราฟกคัล 
(Lexicographical Product) ของกราฟอยางงายใดๆกับกราฟลักษณะเฉพาะตางๆ 
 ผูวิจัยมีความประสงคท่ีจะทําวิจัยเพ่ือหาคากราฟพารามิเตอร  จํานวนจับคู (Matching Number 
: 'α ) และจํานวนเสนปกคลุม (Edge Covering Number  : 'β )  บนผลคูณมอดูลาร  (Modular 

Product)  ของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ  ในการศึกษาและวิจัยในครั้งนี้  ผูวิจัยคาดวา

จะไดทฤษฎีบทในการหาคาของจํานวนจับคูและจํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงาย

และกราฟสองสวนบริบูรณ   ซ่ึงองคความรูดังกลาวสามารถนําไปพัฒนางานวิจัยเก่ียวกับกราฟอ่ืนๆท่ีเปน
ผลลัพธของการกระทําบนกราฟอ่ืนๆตอไป และอาจเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาวิชาการในสาขาวิชาท่ี
เก่ียวของอันจะเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาประเทศตอไป 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B75GV-4G2FPM2-13&_user=1750402&_coverDate=07%2F31%2F2000&_alid=1183470749&_rdoc=135&_fmt=high&_orig=search&_cdi=13104&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=4b58b5908d9e39f85e3780d1c8d53018
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2.  วัตถุประสงคของการวิจัย  
1. สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเพ่ือหาจํานวนจับคู  บนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและ 

กราฟสองสวนบริบูรณ 
2. สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเพ่ือหาจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงาย 

และกราฟสองสวนบริบูรณ 
               

3.  กรอบแนวคิดการวิจัย 
สรางและพิสูจนทฤษฎีบทในการหาคากราฟพารามิเตอรสองตัว คือจํานวนจับคูและจํานวนเสน

ปกคลุมบนกราฟท่ีเปนผลคูณมอดูลารระหวางกราฟอยางงายใดๆกับกราฟสองสวนบริบูรณ 

 

4.  นิยามศัพท 
ผลคูณโครเน็คเกอร  (Kronecker  Products)  1 2G G⊗  ของกราฟ 1G และ 2G คือกราฟท่ีมีเซต

ของจุดคือ ( ) ( ) ( )1 2 1 2V G G V G V G⊗ = ×  และเซตของเสนคือ ( ) ( ){1 2 1 1 2 2 1 2 1( , )( , ) /E G G u v u v u u E G⊗ = ∈  

และ ( )}1 2 2v v E G∈  

 ผลคูณมอดูลาร (Modular Product) 1 2G G◊  ของกราฟ 1G และ 2G คือกราฟท่ีมีเซตของจุดเปน 

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = × และมีเซตของเสนเปน [ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈  

∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉   
เซตยอยของ ( )E G  ของ G  เรียกวา “ จับคูหรือเซตเสนอิสระ (matching or independent  

edge set) M ” เม่ือไมมีสองเสนใดๆท่ีตางกันใน M มีจุดรวมกัน  และ M  เปนการจับคูใหญสุด G  

เม่ือไมมีการจับคู M ′ ของ G  ท่ีทําให M M′ >  สําหรับการจับคู  ท่ีมีจํานวนเสนมากท่ีสุด เรียก

จํานวนเสนมากท่ีสุดนั้นวา “จํานวนจับคู (matching number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gα′  

 เสนในกราฟ G  ปกคลุม (cover) สองจุดท่ีตกกระทบกับเสนนั้น และเสนปกคลุมในกราฟ G  
คือเซตของเสนในกราฟ G  ท่ีปกคลุมทุกจุดในกราฟ G   สําหรับเซตเสนปกคลุมของ G  ท่ีมีจํานวนเสน
นอยท่ีสุด เรียกจํานวนเสนนอยท่ีสุดนั้นวา “จํานวนเสนปกคลุม (edge covering number)” ของ G  

เขียนแทนดวย ( )Gβ′  

6.  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ  
1.   ไดองคความรูใหมและทฤษฎีบทใหมท่ีเก่ียวของกับกราฟพารามิเตอรเชิงเสน คือจํานวนจับคู

และจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลารระหวางกราฟอยางงายใดๆกับกราฟสองสวนบริบูรณ 
2.   ไดบทความวิจัยเพ่ือตีพิมพในวารสารนานาชาติ เปนการเผยแพรผลงานและชื่อเสียงของนัก

คณิตศาสตรไทย 
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d 

บทที่ 2 
ทบทวนวรรณกรรมที่เกี่ยวของ 

 
1.  บทนิยามเกี่ยวกับทฤษฎีกราฟเบ้ืองตน 

 

บทนิยาม 1.1  กราฟ  G = (V,E)  ประกอบไปดวยเซต V≠φ  และเซต E ซ่ึงเปนเซตของคูท่ีไม
เปนลําดับ  สมาชิกของ E วาเสน (edge หรือ line)  

ถาตองการระบุวา  V  เปนเซตของจุด  และ E  เปนเซตของเสนของกราฟ  G  จะเขียนแทนดวย  
V(G)  และ  E(G) 
 

ตัวอยาง 1.1   ให  G  เปนกราฟท่ีแสดงดังรูป 
 
 
 

 
                               

 
 

  ภาพท่ี 1  จุดยอดและเสน 
 

  จะได  V(G) = {a, b, c, d}   และ E(G) = {ab, ac, ad, bc, bd, cd} 
 

บทนิยาม  1.2    ให  u และ  v  เปนจุดในกราฟ  G  เรากลาววา  u  ประชิด  (adjacent)  กับ  
v  เม่ือมีเสนใน  G  เชื่อมระหวางจุด  u และ  v  และจะเขียนแทนเสนดังกลาวดวย  uv  และจะเรียกจุด  
u  และ  v  วาจุดปลายของเสน  uv 
 ถา  e = uv  เปนเสนในกราฟ  G  แลว เรากลาววาจุด  u  ตกกระทบ  (incident)  กับเสน  e  
หรือเสน  e  ตกกระทบกับจุด u 
 และถา  e ≠ f  โดยท่ี  f  เปนเสนใน  G  ท่ีตกกระทบกับจุดเดียวกันแลว เรากลาววา e ประชิด
กับ  f  หรือ e  และ  f  ประชิดกัน 
 โดยท่ัวไปเราจะแทนจุดในกราฟดวยจุดในระนาบ  และเสนในกราฟดวยเสนท่ีเชื่อมระหวางจุด
สองจุดในระนาบ  และเปนท่ีเขาใจกันวาในการเขียนรูปของกราฟนั้นจะไมมีเสนใดตัดกับตัวมันเองหรือ
ลากผานจุดท่ีไมใชจุดปลายของเสนนั้น ยิ่งไปกวานั้นเสนสองเสนของกราฟอาจลากผานกันหรือตัดกันได
โดยไมทําใหเกิดจุดใหม  เชนเสน  rx  และ  zw  ในตัวอยางท่ี  1.2 
 
 
 

a 

b c 
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ตัวอยาง  1.2   จากกราฟในภาพ  1.1.1  จะเห็นวาจุด  x  ประชิดกับ  y, z, w  และ  r  ซ่ึงจุด  r  ตก
กระทบกับเสน ry,  rx,  และ  rw 
 
 

                                                                  
 

                                                             
ภาพท่ี 2  จุดประชิดและจุดตกกระทบ 

 

บทนิยาม 1.3 : เรียกกราฟท่ีไมมีเสนหลายชั้น (multiple edges) และไมมีรูปบวง (loop) วา
กราฟอยางงาย (simple graph) โดยท่ี 
 เสนหลายชั้นคือ มีหลายเสนท่ีเชื่อมระหวางจุด 2 จุด 
 รูปบวงคือ ใน 1 จุดจะมีเสนตัวมันเอง 
 

ตัวอยาง 1.3   แสดงภาพของกราฟอยางงายท่ีมีจํานวนจุดเปน 3 
 

 
 

ภาพท่ี 3  กราฟอยางงายท่ีมีจํานวนจุดเปน 3 
 

ตัวอยาง 1.4   กราฟ G1 เปนตัวอยางของกราฟท่ีมีเสนหลายชั้น กราฟ G2 เปนตัวอยางของกราฟท่ีมีเสน
หลายชั้นและมีเสน e เปนรูปบวง ดังนั้น กราฟ G1 และกราฟ G2 ไมเปนกราฟอยางงาย 

 
 
 

ภาพท่ี 4  กราฟท่ีไมใชกราฟอยางงาย 
 

z 

 

G1 G2 

e 

x 

y 

r 

w 
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บทนิยาม 1.4  ให u เปนจุดในกราฟ G ดีกรี (degree) ของ u ใน G เขียนแทนดวย  dG(u) คือ 
จํานวนของเสนใน G ท่ีตกกระทบกับจุด u และจุดท่ีมีดีกรี 1 จะเรียกวา จุดปลาย (end-vertex) 
 Maximum degree คือ ดีกรีท่ีมากท่ีสุดในกราฟ G ใชสัญลักษณคือ )(G∆  

Minimum degree คือ ดีกรีท่ีนอยท่ีสุดในกราฟ G ใชสัญลักษณคือ )(Gδ  
 

ตัวอยาง 1.5   ให G เปนกราฟท่ีแสดงดังรูป          
                                                                                                                                             

 
ภาพท่ี 5   ดีกรีมากท่ีสุด และดีกรีนอยท่ีสุด 

 
บทนิยาม 1.5   จะกลาววา H(VH,EH) เปนกราฟยอย (subgraph) ของกราฟ G(VG,EG) เม่ือ 

GH VV ⊆  และ GH EE ⊆   และจะกลาววา  H  เปนกราฟยอยแผท่ัว (spanning subgraph) ของ G  

เม่ือ  H เปนกราฟยอยของ G  และ  H GV V=  
 

ตัวอยาง 1.6   ภาพท่ี 6 แสดงใหเห็นกราฟ  H  เปนกราฟยอยของ  G 

 
ภาพท่ี 6  กราฟยอย 

 

บทนิยาม 1.6  ให u และ v เปนจุดใดๆในกราฟ (u และ v อาจเปนจุดเดียวกัน) ทางเดิน u-v              
(u-v  walk)  ใน G คือลําดับสลับของจุดและเสน เขียนแทนโดย 
 w = <u = u0, e1, u1, e2, u2,…, un-1, en, un = v> 
ท่ีเริ่มตนดวยจุด u และจบดวยจุด v และสําหรับ i = 1,2,…,n จุดปลายของเสน ei คือ ui-1 และ  ui 
 

u v 

w z 

x 

x 

u v 

a b c 

d e f 

        g 

G 

จะไดวา   )(G∆  = 4 , )(Gδ  = 1                                  

และ  dG(a) = 1 ,  dG(b) = 2                

       dG(c) = 2 ,  dG(d) = 3 

       dG(e) = 4 ,  dG(f)  = 3 

       dG(g) = 3 
 

กราฟ G กราฟ H 
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บทนิยาม 1.7  ความยาวของทางเดิน u-v คือ จํานวนของเสนในลําดับ ในกรณีท่ีความยาวของ
ทางเดินเปน 0 จะเรียกทางเดินนั้นวา ทางเดินโดดเดี่ยว (trivial walk) เรียก u0 = u และ un = v วา
จุดเริ่มตน (origin) และจุดปลาย (end point) ของทางเดิน u-v เรียกจุด u1,u2,…,un-1 วา จุดภายใน 
(interval vertices) 
 

บทนิยาม 1.8  จะกลาววาทางเดิน u-v เปนทางเดินปด (closed walk) เม่ือ u-v และจะเปน
ทางเดินเปด (open walk) เม่ือ vu ≠  
 

บทนิยาม 1.9  เรากลาววา u-v เปนทางเดินไมซํ้า (trail) เม่ือเสนในทางเดิน u-v ไมซํ้ากัน 
 

บทนิยาม 1.10  เรากลาววา u-v เปนวิถี (path) เม่ือเปนทางเดินไมซํ้า และไมมีจุดซํ้า และเขียน
แทนวิถีท่ีมีจํานวนจุดเปน n ดวย Pn 

 
 

                   

ภาพท่ี 7   วิถีท่ีมีจํานวนจุดเปน 1 ถึง 6 

บทนิยาม 1.11   เรียกทางเดินไมซํ้าปดท่ีไมใชทางเดินโดดเดี่ยววา  วง (circuit)  และเรียก วง ท่ี
มีจุดเริ่มตนและจุดภายในไมซํ้ากันวา  วัฏจักร (cycle) 
 

ตัวอยาง 1.7  จากกราฟในภาพ  2.2.2  

 
 

ภาพท่ี 8   ทางเดิน 
 

ลําดับ  1,a,2,b,3 f,6,f,3,c4,d,5  เปนทางเดิน  1-5  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 6 
ทางเดิน  <1,a,2,b,3,c,4,d,5,e,3,f,6>  เปนทางเดินไมซํ้า ซ่ึงมีความยาว 6 
ทางเดิน  <1,a,2b,3,f,6>  เปนวิถี ซ่ึงมีความยาว 3 

 

1 
3 

4 

5 

a b c 

d 

e f 
g 

6 

2 

P1 P2 P3 P4 

P5 

P6 
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บทนิยาม 1.12  เรียกวัฏจักรท่ีมีความยาวเปนคูวา วัฏจักรคู (even cycle) และเรียกวัฏจักรท่ีมี
ความยาวเปนค่ีวา  วัฏจักรค่ี (odd cycle) เขียนแทนวัฏจักรท่ีมีจํานวนจุดเปน n ดวย Cn 
 

ตัวอยาง 1.8  กราฟวัฏจักร 

 
ภาพท่ี 9   วัฏจักรคูและวัฏจักรค่ี 

 
 
 บทนิยาม 1.13   ให  G = ( V,E )  เปนกราฟใดๆ  และ  ∅ ≠ V′ ⊆ V(G)   เรียกสับกราฟ 

G′ ของ G  วาเปน “ อินดิวซสับกราฟ (  Induced Subgraph  ) ของ G ท่ีเกิดจาก V′ ”   เม่ือสับกราฟ 

G′ของ G  มีเซตของจุดเทากับ V′ และ  เซตของเสนเทากับเซตของเสนใน G  ท่ีจุดปลายท้ัง 2 ของเสนแต

ละเสนเปนจุดใน  V′   เขียนแทนดวย  G [ V′ ]   
 

ตัวอยาง 1.9   จากกราฟ G ท่ีกําหนดให  จงวาดกราฟของ  G [ {x,y,z,u}] 
 

ภาพท่ี 10   กราฟ G และ G [ {x,y,z,u}] 
 

บทนิยาม 1.14  ให  u และ  v  เปนจุดใดๆ ในกราฟ G เรากลาววา  u และ v เชื่อมโยงกันได 
(connect) เม่ือมีวิถี  u-v และกลาววากราฟ G เปนกราฟเชื่อมโยง (connected graphs) เม่ือจุดสองจุด
ใดๆใน G เชื่อมโยงกันได 
 
 
 

v 

w 

C3 C4 

C5 

u 
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ตัวอยาง 1.10  ตัวอยางของกราฟเชื่อมโยง  (connected graphs) 
 

 
 

ภาพท่ี  11 กราฟเชื่อมโยง และกราฟไมเชื่อมโยง 
  
 

บทนิยาม 1.15  จะเรียก G วาเปนกราฟโดดเดี่ยว (trivial graph) ก็ตอเม่ือ E(G) =φ  แต  

V(G) φ≠  เขียนแทนกราฟโดดเดี่ยวท่ีมี n จุดดวย nK  

 
 

บทนิยาม 1.16  G เปนกราฟตนไม (tree) เม่ือ G เปนกราฟเชื่อมโยงและไมมีวัฏจักร 
 

 
 

ภาพท่ี 12  กราฟตนไม 
 

สมบัติของกราฟตนไม 
         1.  G เปนกราฟตนไมก็ตอเม่ือ G เปนกราฟเชื่อมโยงและ  e(G) = n(G)-1 
         2.  ถา G เปนกราฟตนไมแลว G เปนกราฟสองสวน เนื่องจากวากราฟตนไมจะไมมีท้ังวัฏจักรคู 
และวัฏจักรค่ีจึงทําใหเกิดเปนกราฟสองสวน 
 

บทนิยาม 1.17 กราฟดาวท่ีมีจํานวนจุดเทากับ  n  คือ กราฟท่ีมี 1 จุด ท่ีมีดีกรี n-1 จุดท่ีเหลือมี
ดีกรีเทากับ 1  
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ตัวอยาง 1.11  ตัวอยางของกราฟดาว 
 
 
 
 

                                                                                 
             
 

     ภาพท่ี 13   กราฟดาว 
 

ขอสังเกต  กราฟดาว คือกราฟตนไม 
 

บทนิยาม 1.18  ให G = (V,E) เปนกราฟอยางงาย ถาเราสามารถแบงก้ัน (partition) เซต V 
โดยท่ี        V = kVVVV ∪∪∪∪ ...321  และ φ=∩ ji VV   สําหรับ  i ≠ j  แลวจะกลาววา G เปน

กราฟ k สวน (k-partite graph) และเรียก (v1,v2,…,vk) วาเปนเซตแบงก้ันของ G  ในกรณีท่ี k = 2 จะ
เรียก  กราฟ 2-พารไท วา กราฟสองสวน (bipartite graph) 
 

 บทนิยาม 1.19  ให G เปนกราฟอยางงาย  เรากลาววา G  เปนกราฟบริบูรณ (complete 
graph)เม่ือจุด 2 จุดใดๆท่ีตางกันของ G เปนจุดประชิดกัน เราจะเขียนแทนกราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุด n 
จุดดวย Kn 

ขอสังเกต  จํานวนดานของกราฟบริบูรณ คือ 
2

)1( −nn  เม่ือ n คือจํานวนจุดของกราฟดังกลาว 

 

ตัวอยาง 1.12  กราฟในภาพท่ี 14  เปนกราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุดเปน 1,2,3,…,6 ตามลําดับ 
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ภาพท่ี 14  กราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุดเปน 1,2,3,…,6 

 
 

       บทนิยาม 1.20  เรากลาววากราฟอยางงาย  G  เปนกราฟสองสวนบริบูรณ  (complete 
bipartite graph)     เม่ือ  G  เปนกราฟสองสวนบริบูรณท่ีมีเซตแบงก้ัน (V1,V2)  ซ่ึงมีคุณสมบัติวา 
ถา  iu V∈  และ  jv V∈  โดยท่ี  i j≠  แลว ( )uv E G∈  
 
 
 

ตัวอยาง 1.13  กราฟสองสวนบริบูรณ 
 

                                                   
 

ภาพท่ี 15   กราฟสองสวนบริบูรณ 
 
 

2.  จํานวนจับคู  และจํานวนเสนปกคลุม   
 

บทนิยาม 2.1   เซตยอยของ ( )E G  เรียกวา  “ จับคูหรือเซตเสนอิสระ (matching or 

independent edge set) M ” ของ G  เม่ือไมมีสองเสนใดๆท่ีตางกันใน M มีจุดรวมกัน   

K1 K2 K3 K4 

K5 K6 

3,1K  
2,2K  
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และ M  เปนการจับคูใหญสุด G  เม่ือไมมีการจับคู M ′ ของ G  ท่ีทําให M M′ >  

สําหรับการจับคู  ท่ีมีจํานวนเสนมากท่ีสุด เรียกจํานวนเสนมากท่ีสุดนั้นวา “จํานวนจับคู 
(matching number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gα′  
 

บทนิยาม 2.2   เสนในกราฟ G  ปกคลุม (cover) สองจุดท่ีตกกระทบกับเสนนั้น และเสนปก
คลุมในกราฟ G  คือเซตของเสนในกราฟ G  ท่ีปกคลุมทุกจุดในกราฟ G    

สําหรับเซตเสนปกคลุมของ G  ท่ีมีจํานวนเสนนอยท่ีสุด เรียกจํานวนเสนนอยท่ีสุดนั้นวา 

 “จํานวนเสนปกคลุม (edge covering number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gβ′  

 
 

3.  ผลคูณโครเนค็เกอร  (Kronecker  Products)   
 

           บทนิยาม 3.1  ให  1G  และ 2G  เปนกราฟอยางงาย  ผลคูณโครเน็คเกอร  (Kronecker  

Products)  ของ 1G  และ 2G   เขียนแทนดวย 1 2G G⊗   คือกราฟท่ีมีเซตของจุดคือ  

( ) ( ) ( )1 2 1 2V G G V G V G⊗ = ×  และเซตของเสนคือ  ( ) ( ){1 2 1 1 2 2 1 2 1( , )( , ) /E G G u v u v u u E G⊗ = ∈  และ 

( )}1 2 2v v E G∈  

 
ทฤษฎบีท 3.1   ให  1 2H G G= ⊗  จะไดวา 

        1)  ( ) ( ) ( )1 2V H V G V G=   

        2)  ( ) ( ) ( )1 22E H E G E G=   

        3)   สําหรับ ( ), ( )u v V H∈ , ( )
1 2

, ( ) ( )H G Gd u v d u d v=  
 

ทฤษฎบีท 3.2  ให 1G  และ 2G  เปนกราฟตอเนื่อง  กราฟ 1 2H G G= ⊗   เปนกราฟตอเนื่อง  

ก็ตอเม่ือ  G1 หรือ G2  มีวัฏจักรค่ี  
 

ทฤษฎบีท 3.3  ให  1G  และ 2G   เปนกราฟตอเนื่อง ท่ีไมมีวัฏจักรค่ี  จะไดวา  1 2H G G= ⊗   
ประกอบดวยสองคอมโพแนนทท่ีเปนกราฟตอเนื่อง  
 

ทฤษฎบีท 3.4  ให G  เปนกราฟตอเนื่องอันดับ m  กราฟของ  ,m nK G⊗   คือ    
 

1 1

;
m m n

i i ij
i j m

H H H
+

= = +

=   

 

เม่ือ  ( ) , {( ,1), ( , 2),..., ( , )},ij i j iV H W W W i i i m= ∪ = {( ,1), ( , 2),..., ( , )};jW j j j m i j= < ,  
( ) {( , )( , ) / ( )}ijE H i u j v uv E G= ∈  
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และถา G  ไมมีวัฏจักรค่ี  แลวจะไดวาแตละ ijH  จะประกอบดวยสองคอมโพแนนทตอเนื่องท่ีสมสัณฐาน

กับกราฟ G  
 
 

4.  ผลคูณมอดูลาร (Modular Products)  
 

บทนิยาม 4.1   ให  1G  และ 2G  เปนกราฟอยางงาย   ผลคูณมอดูลาร (Modular 

Products)  ของ  1G  และ  2G    เขียนแทนดวย   1 2G G◊   คือ   กราฟท่ีมีเซตของจุด      คือ  

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = ×       และ     เซตของเสน      คือ 
[ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈ ∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉  

 

ทฤษฎบีท 4.1   ให  1 2H G G= ◊  จะไดวา 

        1)  ( ) ( ) ( )1 2V H V G V G=   

        2)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 2 c cE H E G E G V G E G= +   

        3)   สําหรับ ( ), ( )u v V H∈ , ( )( )
1 2 1 2

, ( ) ( ) ( ) ( ).c cH G G G G
d u v d v d v d v d v= + +  

ทฤษฎบีท 4.2   ให ,nK G  เปนกราฟบริบูรณ และกราฟอยางงาย ตามลําดับ จะไดวา 
 

n nK G K G◊ = ⊗  
 

ทฤษฎบีท 4.3  ให 1 2,G G  เปนกราฟอยางงาย  จะไดวา ( ) ( )1 2 1 2 1 2
c cG G G G G G◊ = ⊗ ∪ ⊗  

เม่ือ  c
iG  เปนกราฟเติมเต็มของ , 1, 2iG i =   

 
ทฤษฎบีท 4.4 ให G  เปนกราฟตอเนื่องอันดับ p  กราฟของ 
  

,m nK G◊ ≅
1 1

1 1 1

m m m n

i i i
i i i m

H M N
− + −

= = = +

∪ ∪    

 

 โดยท่ี  
1 1 1

, ,
m n m m n

i ij i ij i ij
j m j i j i

H H M H N H
+ +

= + = + = +

= = =   เม่ือ   ( ) ( )ij ij i jV H V H S S= = ∪   

1 2{( , ), ( , ),..., ( , )},i i i i pS u v u v u v i j= < ; ( ) {( , )( , ) / ( )}ij i jE H u v u w vw E G= ∈ ; 

( ) {( , )( , ) / ( )}ij i jE H u v u w vw E G= ∉ ; ( ) {( , )( , ) / ( )}i i iE R u v u w vw E G= ∈ ;  
 

ยิ่งไปกวานั้นถา G  ไมมีวัฏจักรค่ี  แลวจะไดวาแตละ ijH  และ ijH  จะประกอบดวยสองคอม

โพแนนทตอเนื่องท่ีสมสัณฐานกับกราฟ G และ cG ตามลําดับ 
 

ตัวอยาง 4.1    แสดงกราฟของ  K 2,3 ◊ G 
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ภาพท่ี 16   กราฟของ 2,3K G◊  
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บทที่ 3 
ระเบียบวิธีการวิจัย 

 
การศึกษาวิจัยเรื่องกราฟพารามิเตอรเชิงเสน  จํานวนจับคูและจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอ

ดูลารของกราฟอยางงาย ผูวจิัยไดดําเนินการวิจัยตามลําดับดังนี้  

 

    1.   คนควาหาเอกสาร บทความวิจัยท่ีเก่ียวของ 
    2.   ศึกษาความรูเก่ียวกับนิยามและทฤษฎีบทตางๆเก่ียวกับผลคูณมอดูลาร จํานวนจับคู และ

จํานวน เสนปกคลุม จากเอกสารท่ีเก่ียวของ 
    3.   คนควาหาเอกสาร ตํารา วารสาร และเอกสารสิ่งพิมพท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยท่ีกําลัง 

ดําเนินการ วิจัยอยูจากแหลงขอมูลตางๆ 
           4.   สรางและพิสูจนทฤษฎีบทการหาจํานวนจับคู และจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลาร ของ 

 กราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
         5.   สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ สงตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย 
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บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
1.  จํานวนจับคูบนผลคูณเมอดูลารของกราฟอยางงายกับกราฟสองสวนบริบูรณ    

 

บทตั้ง 1.1  ให 
m+n m m+n

i ij i ij i ij
j=m+1 j=i+1 j=i+1

H= H , M = H , N= H    แลว α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  และ ( ) ( )α α′ ′
C

ijH =2 G   

พิสูจน สมมุติให G ไมมี odd cycle จะไดวา ijH  และ ijH  จะมี 2 คอมโพแนนทท่ีสมสัณฐานกับ G 

และ CG ตามลําดับ 
ถา G มี odd cycle จะไดวาสําหรับจุด i i(u ,v) S∈  และ j j(u ,v) S , i<j∈   จะมี  

ijH i H j Gij
d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  และ C

ij
i j GH H ij

d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  

 ในการพิสูจนเราจะแสดงเฉพาะกรณี ijH สําหรับกรณี ijH  เราจะพิสูจนทํานองเดียวกัน 

 จากนิยามของ Kronecker product และ ijH  สําหรับทุกจุด v,w G∈  จะไดวาจุด i i(u ,v),(u ,x)  

ไมมีเสนเชื่อมกัน และสําหรับจุด i i ij
(u ,v),(u ,x) H∈  จะมีเสนเชื่อมกัน ก็ตอเม่ือ v,w G∈  มีเสนเชื่อมกัน    

ตอไปเราจะแสดงวา α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  

(1) เราจะแสดงวา ถาจุด v,w  เปนอิสระกันใน G แลวจุด i(u ,v), j(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  และ 

i j(u ,w),(u ,v)  จะจับคูกันใน ijH   

จากท่ีกําหนดขางตน สําหรับทุกจุด v,w G∈  จะไมมีเสนเชื่อมระหวางคูจุด i i(u ,v),(u ,w)  และคู

จุด j j(u ,v),(u ,w)  

ดังนั้นถาจุด v,w  จับคูกันใน G แลวคูจุด i j(u ,v),(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  และคูจุด 

j i(u ,v),(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  เพราะเสน vw E(G)∈   ดังนั้นเราไดผลท่ีตองการ 

 (2)  ตอไปเราจะแสดงวา ถา ∈v,w G  ไมถูกจับคูใน G แลวคูจุด i j(u ,v),(u ,w)  จะไมจับคูกันใน 

ijH  และคูจุด j i(u ,v),(u ,w)  จะไมจับคูกันใน ijH   เพราะวา ∈v,w G  ไมถูกจับคูใน G มีเพียงกรณีเดียว

คือ ∉vw E(G)  ดังนั้นจะไมมีเสน เชื่อมระหวางคูจุด i j(u ,v),(u ,w)   ใน ijH  และคูจุด j i(u ,v),(u ,w)  ใน ijH  

จะไดวา เซตจับคูใน G จะสมนัยกับสองเซตจับคูใน ijH   

ดังนั้น  α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  และ ( ) ( )α α′ ′
C

ijH =2 G       
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นิยาม 1.2    [Ore. 1962]  ให M  เปนการจับคู   
       M -alternating path  คือวิถีซ่ึงสลับระหวางเสนใน M  และเสนท่ีไมอยูใน M     

       M -alternating path  ซ่ึงจุดปลายไมอยูใน M  เรียกวา  M -augmenting path 

 
 

ทฤษฎีบท 1.3   [Ore. 1962]   
การจับคู  M  ใน G เรียกวา  การจับคูใหญสุด (maximum matching) ใน G 

  ก็ตอเม่ือ G  ไมมี M -alternating path   
 

ทฤษฎีบท 1.2   ให G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ p และไมมี cut-vertex แลว   

α

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

2 (G)+|N*|,                                                    m=m, m=2k, k

2 (G)+|N*|+max{|P**|+|Q*|},                              m=m, m=2k-1, k       

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|,

(K )=

n

n

n

α

α

′

′ + + +

∈
∈





                              m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |, m<m, m

m

m n m n m n

n

n

α′ + + +







 ∈

 −


∈





 

* * *

 =2k, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |+|P |+|Q | |R |,

                                                                     m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

m n m n m n m m mn

 

สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   เม่ือ 
 

เซตจับคูใหญสุดของ m,nK  และ G คือ 2M  

i i p i+1 q p,v ,v vN *={(u )(u ) |  หรือ qv  เปนจุดปลายของเสนใน 2M , p qv v  อยูในการจับคูใน }GC ,  

      ∪   
      

   
      

∈ -1 -1
2 2

i 1,3,...,2 m+1,m+3,...,m+2n n  

 

∈ ≠C
i i p q p q,v ,v v v E(G ), q 1,2,...,k*={(u )(u ) | mP  และ i q(u ,v )  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดของใน  

∪M* N*} ,  { } { }∪∈ -1i 1,2,...,m m+1,m+2,...,m+n  

∈ ≠i i p m+n q p q,v ,v v v E(G), q 1,2,...,k*={(u )(u ) | Q  และ i q(u ,v )  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดของใน  

∪M* N*} ,  { } { }∪∈ -1i 1,2,...,m m+1,m+2,...,m+n  

◊∈i j m,n jX ={(u ,x) V(K G) | (u ,x)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ }i-j=m-n   

◊∈i j m,n jY={(u ,y) V(K G) | (u ,y)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ }i-j=n  

∈ ∈ ∈C
i i i i i,v ,x ,v) V , vx E(G ) และ (u,x)X},**={(u )(u ) | (uP  { }∈i 2m+1,...,m+n  

∈ ∈ ∈i i i i i,v ,y ,v) V , vy E(G) และ (u,y)},**={(u )(u ) | (uQ Y  { }∈i 2m+1,...,m+n  
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∈i i i i,v ,v)**={(u ) V  | (uR  ประชิดกับจุดใน ∩i i },X Y  { }∈i 2m+1,...,m+n  
 

  i i i
i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n}

* *= **, * *= **, * *= **P P Q Q R R  

◊∈i i m,n jX={(u ,x) V(K G) | (u ,x)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* } ,  i=1,2,...,m-1  

◊∈i i m,n j={(u ,y) V(K G) | (u ,y)Y  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ i-j=m-n}, i=1,2,...,m-1  

∈ ∈ ∈
m-1

C
im m i m m i

i=1

P ={(u ,v)(u ,x) | (u ,v) v , vx E(G ), (u ,x) X  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ * *}Q  

m+n m+nP ={(u ,v)(u,y) | v เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดของ  ∈ ∈C C
iG , vy E(G ), (u,y) Y  ไมเปนจุด 

ปลายของการจับคูใหญสุดของ * *},P { }∈i m+1,m+2,...,m+n  

m+n m+nQ ={(u ,v)(u,x) | v เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดของ  ∈ ∈C
iG , vx E(G), (u,x) X  ไมเปนจุด 

ปลายของการจับคูใหญสุดของ * *},Q { }∈i 1,2,...,m  

∈m+n m+n m+n m+nR ={(u ,v) V  | (u ,v) ประชิดกับจุดใน ∩i i }X Y  

∈ ∈
m-1

*
im m i m m i

i=1

,v ,x v) V ,  (u ,x) X*={(u )(u ) | (uP  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ  ∩ m+nQ** Q }   

∈ *
m m i m m i,v ,w v) V ,  (u ,w)*={(u )(u ) | (uQ  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ  ∩ m+nP** P }   

∈ *
m m m m,v ,v)={(u ) V  | (uR  ประชิดกับจุดใน ∩i i }X Y   

 

พิสูจน ให   m,n i ii=1,2,...,m+n i=1,2,...,pV(K )={u }, V(G)={v },  

       { }i i j m,n(u ,v ) V(K G) j=1,2,...,p}, i=1,2,...,m+nS = ◊∈  

 จาก α′ m,n(K )=min {m,n}  และ α′(G)=k  สมมุติใหเซตจับคูใหญสุดของ m,nK  และ G คือ 

  
≤ +


 +

m1 m+21 1 2m
1

1 m+21 1 n m+n

u u

u u

; m n{u ,u u ,...,u }
=

; m>n{u ,u u ,...,u }

m

m

M   และ 2M  ตามลําดับ 

 

กรณี 1 : m=n 
กรณี 1.1 : m,n เปนจํานวนคู 
จากบทตั้ง 1.1  เราไดวา  α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  

สมมุติให  ∈*
i i p m+i q p q 2,v M },  iM ={(u ,v )(u ,v ) | v =1,2,...,m    

 เราจะเห็นไดวา จุดใน  
m *

i
i=1

M =M*  จะไมประชิดกับจุดใน 

{ } { }   ∈ ∪
   


*
i

i 1,3,...,2 -1 m+1,m+3,...,m+2 -1
2 2

N =N*
n n

 

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊ ∪m,n G  คือ  N*K M*  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥m,n G 2n G N* |(K ) ( )+|  
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 สมมุติให  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |(K )> ( )+|   จะไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี 

∉ ∪i j j i,w ,w(u ),(u ) M* N*  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ =m,n G 2n G N* |(K ) ( )+|  เม่ือ m=n  และ m,n  เปนจํานวนคู 

  

 

ภาพท่ี 17  กรณี m=n  และ m,n  เปนจํานวนคู 
 
 

กรณี 1.2 : m,n เปนจํานวนคี่ 
เรามีการจับคู ∪N*M*  และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต *

iP  และ *
iQ  

 กําหนดให   
∪ ∪
 i i

i={1,2,...,m} {m+1,m+2,...,m+n-1} i={1,2,...,m} {m+1,m+2,...,m+n-1}

*= *และ*=*P P Q Q  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊ ∪ ∪m,n G  คือ  N* sup{P*,Q*} K M*  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K ) ( )+|  
 

 สมมุติให  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K )> ( )+|   จะไดวามีอยางนอยสองจุด 

◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ∪∉ ∪i j j i,w ,w  sup{P*,Q*} (u ),(u ) M* N*  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K )= ( )+|  เม่ือ m=n  และ m,n  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 18    กรณี m=n  และ m,n  เปนจํานวนค่ี 

 

 

กรณี 2 : m=n 
กรณี 2.1 : m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 
ให  −i i i pV=S {(u ,v ) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน },  iG =2m+1,...,m+nC ,   

เรามีการจับคู ∪N*M*  
และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต **

iP , **
iQ  และ **

iR  

 ให    i i i
i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n}

* *= **, * *= **และ**=**P P Q Q R R    

 ดังนั้น  การจับคูใน ( )◊ ∪ ∪ ∪ −  m,n G  คือ  N(((((((K M( P Q R  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R   จะไดวามีอยางนอยสองจุด 

◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ( )∪ ∪ −  ∉ ∪i j j i,w ,w ((((((  (u ),(u ) M( N( P Q R  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 19    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนคู และ n-m เปนจํานวนคู 
 
 
 

กรณี 2.2 : m เปนจํานวนคี่  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 
ให  −m m mV =S {(u ,v) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน }G ,   

เรามีการจับคู ( )∪ ∪ ∪ −  N(((((((   M( P Q R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต mP  

 ดังนั้น  การจับคูใน ( )◊ ∪ ∪ ∪ − ∪  m,n mG  คอื  N(((((((K M( P Q R P  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P   จะไดวามีอยางนอยสอง

จุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ( )∪ ∪ − ∪  ∉ ∪i j j i m,w ,w ((((((  (u ),(u ) M( N( P Q R P  ซ่ึง

เปนไปไมได 
 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนค่ี  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 20     กรณี m<n ,  m เปนจํานวนค่ี และ n-m เปนจํานวนค่ี 

  

กรณี 2.3 : m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 

เรามีการจับคู ( )∪ ∪ ∪ −  N(((((((   M( P Q R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต m+n m+n m+n, Q   และ  R P  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊m,n GK   คือ 

   ( ) ( ) ∪ ∪ ∪ − ∪ ∪ −    m)n m)n m)nN(((((((   M( P Q R P R R  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R  

 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   จะ

ไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี  

∪∉ ∪i j j i,w ,w(u ),(u ) M* N* ( ) ( ) ∪ − ∪ ∪ −    m)n m)n m)n((((((  P Q R P R R ซ่ึงเปนไปไมได 
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 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
 
 

 
 

ภาพท่ี 21    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนคู และ n-m เปนจํานวนค่ี 
กรณี 2.4 : m เปนจํานวนคี่  และ  n-m  เปนจํานวนคู 

ให  *
m mV ={(u ,v) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน }G* ,   

เรามีการจับคู ( ) ( ) ∪ − ∪ ∪ −    m)n m)n m)n((((((  P Q R P R R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต * *
m m m, Q   และ  R P  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊m,n GK   คือ 

  ( ) ( ) ( )  ∪ ∪ ∪ − ∪ ∪ − ∪ ∪ −      
((

m)n m)n m)n mN(((((((   M( m mP Q R P R R P R R  
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 นั่นคือ    α α′ ′◊ ≥ + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R  

         + + −* *
m m| | | | | |mP Q R  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

                                  + + −* *
m m| | | | | |mP Q R    

 จะไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี     

  ( ) ( ) ∪ ∪ − ∪ ∪ − ∪    ∉ ∪ m)n m)n m)ni j j i,w ,w ((((((  (u ),(u ) M( N( P Q R P R R  

                               ( ) ∪ −
 

((
mm mP R R   ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

                                       + + −* *
m m| | | | | |mP Q R  

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนค่ี  และ  n-m  เปนจํานวนคู            

 
ภาพท่ี 22    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนค่ี  และ n-m เปนจํานวนคู 
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2.   จํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
 

บทตั้ง 2.1    [Douglus, B.W.  2011]   
ให G เปนกราฟอยางงายอันดับ n  จะไดวา α β′ ′G G( )+ ( )=n  

 
 

ทฤษฎีบท 1.2   ให G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ p และไมมี cut-vertex แลว   

β

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

(m+n)p-2n (G)-|N*|,                                                 m=m, m=2k, k

(m+n)p-2 (G)-|N*|-max{|P**|+|Q*|},                             m=m, m=2k-1, k       

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|

(K )=

n

n

α

α

′

′

∈
∈





P**|-|Q**|+|R**|,                             m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R

mn

n

α

+ + +

′ + + +

∈ 

* * *

**|-|P |-|Q |+|R |, m<m, m =2k, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |-|Q |+|R |-|P |-|Q |+|R |,

                                                                       

m n m n m n

m n m n m n m m mn












∈       m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

 

สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   
 

พิสูจน   โดยบทตั้ง 2.1 และทฤษฎีบท 1.2               
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บทที่ 5  
สรุปผลและขอเสนอแนะ  

 
1.   สรุปผล  
 

จากงานวิจัยนี้  เราไดสูตรท่ัวไปในการหากราฟพารามิเตอรเชิงเสน 2 ตัวคือ  จํานวนจับคูบนผล
คูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ   
 

α

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

2 (G)+|N*|,                                                    m=m, m=2k, k

2 (G)+|N*|+max{|P**|+|Q*|},                              m=m, m=2k-1, k       

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|,

(K )=

n

n

n

α

α

′

′ + + +

∈
∈





                              m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |, m<m, m

m

m n m n m n

n

n

α′ + + +







 ∈

 −


∈





 

* * *

 =2k, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |+|P |+|Q | |R |,

                                                                     m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

m n m n m n m m mn

 

 

และจํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
 

β

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

(m+n)p-2n (G)-|N*|,                                                 m=m, m=2k, k

(m+n)p-2 (G)-|N*|-max{|P**|+|Q*|},                             m=m, m=2k-1, k       

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|

(K )=

n

n

α

α

′

′

∈
∈





P**|-|Q**|+|R**|,                             m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R

mn

n

α

+ + +

′ + + +

∈ 

* * *

**|-|P |-|Q |+|R |, m<m, m =2k, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |-|Q |+|R |-|P |-|Q |+|R |,

                                                                       

m n m n m n

m n m n m n m m mn












∈       m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

 

 
สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   
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2.   ขอเสนอแนะ  
จากการทําการวิจัยเรื่องกราฟพารามิเตอรเชิงเสนบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและ

กราฟสองสวนบริบูรณ ไดขอคิดเห็นและขอเสนอแนะดังนี้  
 

1.  งานวิจัยนี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางในการหาคากราฟพารามิเตอรเชิงเสนอ่ืนๆ 
2.  ในงานวิจัยนี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางแกปญหากับกราฟลักษณะเฉพาะอ่ืนๆได 
3.  เม่ือไดศึกษาทฤษฎีบทตางๆ ในงานวิจัยนี้แลวอาจจะศึกษาตอไปในการประยุกตอ่ืนๆตอไป  
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