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Abstract 
 

Code of project : A65/2557 
Project name   : Matching and Edge Covering Number on Modular Product  

                                      of  Simple Graph 

Researcher name : Assistant Professor Thamonwan   Saengngammongkhol 
Associate Professor Thanin   Sitthiwirattham 

 
 The Modular Product 1 2G G◊  of graph 1G  and graph 2G  has vertex set 

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = ×   and edge set 
[ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈ ∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉   

In this research, we determine generalizations of two edge-graph parameters are 
matching number and edge covering number on Modular product of simple graph and 
complete bipartite graph. 
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บทที่ 1 
บทนํา  

 
1. ความเปนมาและความสําคัญของปญหา   

 

 เปนท่ียอมรับกันโดยท่ัวไปวาทฤษฎีกราฟ เปนสาขาหนึ่งของคณิตศาสตรท่ีไดรับการพัฒนาไป
อยางรวดเร็วท้ังทางดานทฤษฎีและการประยุกต สามารถนําไปประยุกตใชในศาสตรสาขาอ่ืนๆไดอีก
มากมาย  ท่ีเปนเชนนี้เนื่องจากกราฟเปนระบบคณิตศาสตรท่ีไมซับซอนมีลักษณะเปนรูปธรรม  กลาวคือ  
กราฟประกอบดวยเซตของจุด V  และเซตของเสน E  ซ่ึงเปนคูไมอันดับท่ีมีสมาชิกมาจากเซต V  โดยท่ี
เซต E จะเปนตัวบอกความสัมพันธของคูสมาชิกใดๆในเซต V   ดังนั้นกราฟจึงเหมาะท่ีจะใชในการ
ประยุกต  เพ่ือชวยในการอธิบายปญหา และแกปญหาในสถานการณท่ีเก่ียวของได   ซ่ึงในการแกปญหา
นั้น เราจําเปนท่ีตองมีความรูและเขาใจในทางทฤษฎีเปนอยางดี  เพราะฉะนั้นการคิดคนความรูและทฤษฎี
บทใหม   จึงเปนสิ่งท่ีจําเปน ซ่ึงทางผูวิจัยไดคํานึงถึงสิ่งดังกลาว ดวยเหตุนี้ผูวิจัยจึงสนใจในการสรางทฤษฎี
บทท่ีเก่ียวกับโครงสรางของกราฟและการกระทําบนกราฟตางๆ ซ่ึงในท่ีนี้ก็คือ กราฟพารามิเตอรบนกราฟ
ท่ีเกิดจากผลคูณของกราฟสองกราฟนั่นเอง  กราฟท่ีจะศึกษาจะเปนกราฟอยางงายและสัญลักษณตางๆท่ี
ใชเปนสัญลักษณมาตรฐานท่ีพบในตําราทางทฤษฎีกราฟท่ัวไป 

จากการศึกษาเอกสารเอกสารท่ีเก่ียวของกับการวิจัยทางทฤษฎีกราฟจะพบวามีผลงานท่ีเก่ียวของ
กับกราฟพารามิเตอรตางๆ เชน  Clique Numbers, Matching Number, Chromatic Number, Sum 
Number, Independent Number, Domination Number, Hamiltonian Number,  Forest 
Number  และ Decycling Number   บนกราฟชนิดตางๆ  เชน  Regular Graph, Cubic 
Graph, Complement of Graph, Complete Bipartite Graphs, Square of Complete Graphs, 
Jump Graphs, Tree, Weel  และ Weighted Graphs  เปนตน  และยังพบวามีการศึกษากราฟ
พารามิเตอรตางๆบนกราฟท่ีเกิดจากการกระทําตางๆบนกราฟเชน กราฟเติมเต็ม (Complement 
Graph), กราฟรวม (Joined Graph), กราฟผลตาง (Difference Graph) หรือผลคูณตางๆเชน ผลคูณ
คารทีเชียน (Cartesian Product), ผลคูณโครเน็กเกอรหรือผลคูณเท็นเซอรหรือผลคูณตรง (Kronecker, 
Tensor, Direct Product), ผลคูณเขม (Strong Product) และผลคูณเล็กซิโคกราฟกคัล 
(Lexicographical Product) ของกราฟอยางงายใดๆกับกราฟลักษณะเฉพาะตางๆ 
 ผูวิจัยมีความประสงคท่ีจะทําวิจัยเพ่ือหาคากราฟพารามิเตอร  จํานวนจับคู (Matching Number 
: 'α ) และจํานวนเสนปกคลุม (Edge Covering Number  : 'β )  บนผลคูณมอดูลาร  (Modular 

Product)  ของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ  ในการศึกษาและวิจัยในครั้งนี้  ผูวิจัยคาดวา

จะไดทฤษฎีบทในการหาคาของจํานวนจับคูและจํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงาย

และกราฟสองสวนบริบูรณ   ซ่ึงองคความรูดังกลาวสามารถนําไปพัฒนางานวิจัยเก่ียวกับกราฟอ่ืนๆท่ีเปน
ผลลัพธของการกระทําบนกราฟอ่ืนๆตอไป และอาจเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาวิชาการในสาขาวิชาท่ี
เก่ียวของอันจะเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาประเทศตอไป 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B75GV-4G2FPM2-13&_user=1750402&_coverDate=07%2F31%2F2000&_alid=1183470749&_rdoc=135&_fmt=high&_orig=search&_cdi=13104&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=4b58b5908d9e39f85e3780d1c8d53018
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2.  วัตถุประสงคของการวิจัย  
1. สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเพ่ือหาจํานวนจับคู  บนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและ 

กราฟสองสวนบริบูรณ 
2. สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเพ่ือหาจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงาย 

และกราฟสองสวนบริบูรณ 
               

3.  กรอบแนวคิดการวิจัย 
สรางและพิสูจนทฤษฎีบทในการหาคากราฟพารามิเตอรสองตัว คือจํานวนจับคูและจํานวนเสน

ปกคลุมบนกราฟท่ีเปนผลคูณมอดูลารระหวางกราฟอยางงายใดๆกับกราฟสองสวนบริบูรณ 

 

4.  นิยามศัพท 
ผลคูณโครเน็คเกอร  (Kronecker  Products)  1 2G G⊗  ของกราฟ 1G และ 2G คือกราฟท่ีมีเซต

ของจุดคือ ( ) ( ) ( )1 2 1 2V G G V G V G⊗ = ×  และเซตของเสนคือ ( ) ( ){1 2 1 1 2 2 1 2 1( , )( , ) /E G G u v u v u u E G⊗ = ∈  

และ ( )}1 2 2v v E G∈  

 ผลคูณมอดูลาร (Modular Product) 1 2G G◊  ของกราฟ 1G และ 2G คือกราฟท่ีมีเซตของจุดเปน 

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = × และมีเซตของเสนเปน [ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈  

∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉   
เซตยอยของ ( )E G  ของ G  เรียกวา “ จับคูหรือเซตเสนอิสระ (matching or independent  

edge set) M ” เม่ือไมมีสองเสนใดๆท่ีตางกันใน M มีจุดรวมกัน  และ M  เปนการจับคูใหญสุด G  

เม่ือไมมีการจับคู M ′ ของ G  ท่ีทําให M M′ >  สําหรับการจับคู  ท่ีมีจํานวนเสนมากท่ีสุด เรียก

จํานวนเสนมากท่ีสุดนั้นวา “จํานวนจับคู (matching number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gα′  

 เสนในกราฟ G  ปกคลุม (cover) สองจุดท่ีตกกระทบกับเสนนั้น และเสนปกคลุมในกราฟ G  
คือเซตของเสนในกราฟ G  ท่ีปกคลุมทุกจุดในกราฟ G   สําหรับเซตเสนปกคลุมของ G  ท่ีมีจํานวนเสน
นอยท่ีสุด เรียกจํานวนเสนนอยท่ีสุดนั้นวา “จํานวนเสนปกคลุม (edge covering number)” ของ G  

เขียนแทนดวย ( )Gβ′  

6.  ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ  
1.   ไดองคความรูใหมและทฤษฎีบทใหมท่ีเก่ียวของกับกราฟพารามิเตอรเชิงเสน คือจํานวนจับคู

และจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลารระหวางกราฟอยางงายใดๆกับกราฟสองสวนบริบูรณ 
2.   ไดบทความวิจัยเพ่ือตีพิมพในวารสารนานาชาติ เปนการเผยแพรผลงานและชื่อเสียงของนัก

คณิตศาสตรไทย 
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บทที่ 2 
ทบทวนวรรณกรรมที่เกี่ยวของ 

 
1.  บทนิยามเกี่ยวกับทฤษฎีกราฟเบ้ืองตน 

 

บทนิยาม 1.1  กราฟ  G = (V,E)  ประกอบไปดวยเซต V≠φ  และเซต E ซ่ึงเปนเซตของคูท่ีไม
เปนลําดับ  สมาชิกของ E วาเสน (edge หรือ line)  

ถาตองการระบุวา  V  เปนเซตของจุด  และ E  เปนเซตของเสนของกราฟ  G  จะเขียนแทนดวย  
V(G)  และ  E(G) 
 

ตัวอยาง 1.1   ให  G  เปนกราฟท่ีแสดงดังรูป 
 
 
 

 
                               

 
 

  ภาพท่ี 1  จุดยอดและเสน 
 

  จะได  V(G) = {a, b, c, d}   และ E(G) = {ab, ac, ad, bc, bd, cd} 
 

บทนิยาม  1.2    ให  u และ  v  เปนจุดในกราฟ  G  เรากลาววา  u  ประชิด  (adjacent)  กับ  
v  เม่ือมีเสนใน  G  เชื่อมระหวางจุด  u และ  v  และจะเขียนแทนเสนดังกลาวดวย  uv  และจะเรียกจุด  
u  และ  v  วาจุดปลายของเสน  uv 
 ถา  e = uv  เปนเสนในกราฟ  G  แลว เรากลาววาจุด  u  ตกกระทบ  (incident)  กับเสน  e  
หรือเสน  e  ตกกระทบกับจุด u 
 และถา  e ≠ f  โดยท่ี  f  เปนเสนใน  G  ท่ีตกกระทบกับจุดเดียวกันแลว เรากลาววา e ประชิด
กับ  f  หรือ e  และ  f  ประชิดกัน 
 โดยท่ัวไปเราจะแทนจุดในกราฟดวยจุดในระนาบ  และเสนในกราฟดวยเสนท่ีเชื่อมระหวางจุด
สองจุดในระนาบ  และเปนท่ีเขาใจกันวาในการเขียนรูปของกราฟนั้นจะไมมีเสนใดตัดกับตัวมันเองหรือ
ลากผานจุดท่ีไมใชจุดปลายของเสนนั้น ยิ่งไปกวานั้นเสนสองเสนของกราฟอาจลากผานกันหรือตัดกันได
โดยไมทําใหเกิดจุดใหม  เชนเสน  rx  และ  zw  ในตัวอยางท่ี  1.2 
 
 
 

a 

b c 



4 
 

 
 

ตัวอยาง  1.2   จากกราฟในภาพ  1.1.1  จะเห็นวาจุด  x  ประชิดกับ  y, z, w  และ  r  ซ่ึงจุด  r  ตก
กระทบกับเสน ry,  rx,  และ  rw 
 
 

                                                                  
 

                                                             
ภาพท่ี 2  จุดประชิดและจุดตกกระทบ 

 

บทนิยาม 1.3 : เรียกกราฟท่ีไมมีเสนหลายชั้น (multiple edges) และไมมีรูปบวง (loop) วา
กราฟอยางงาย (simple graph) โดยท่ี 
 เสนหลายชั้นคือ มีหลายเสนท่ีเชื่อมระหวางจุด 2 จุด 
 รูปบวงคือ ใน 1 จุดจะมีเสนตัวมันเอง 
 

ตัวอยาง 1.3   แสดงภาพของกราฟอยางงายท่ีมีจํานวนจุดเปน 3 
 

 
 

ภาพท่ี 3  กราฟอยางงายท่ีมีจํานวนจุดเปน 3 
 

ตัวอยาง 1.4   กราฟ G1 เปนตัวอยางของกราฟท่ีมีเสนหลายชั้น กราฟ G2 เปนตัวอยางของกราฟท่ีมีเสน
หลายชั้นและมีเสน e เปนรูปบวง ดังนั้น กราฟ G1 และกราฟ G2 ไมเปนกราฟอยางงาย 

 
 
 

ภาพท่ี 4  กราฟท่ีไมใชกราฟอยางงาย 
 

z 

 

G1 G2 

e 

x 

y 

r 

w 
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บทนิยาม 1.4  ให u เปนจุดในกราฟ G ดีกรี (degree) ของ u ใน G เขียนแทนดวย  dG(u) คือ 
จํานวนของเสนใน G ท่ีตกกระทบกับจุด u และจุดท่ีมีดีกรี 1 จะเรียกวา จุดปลาย (end-vertex) 
 Maximum degree คือ ดีกรีท่ีมากท่ีสุดในกราฟ G ใชสัญลักษณคือ )(G∆  

Minimum degree คือ ดีกรีท่ีนอยท่ีสุดในกราฟ G ใชสัญลักษณคือ )(Gδ  
 

ตัวอยาง 1.5   ให G เปนกราฟท่ีแสดงดังรูป          
                                                                                                                                             

 
ภาพท่ี 5   ดีกรีมากท่ีสุด และดีกรีนอยท่ีสุด 

 
บทนิยาม 1.5   จะกลาววา H(VH,EH) เปนกราฟยอย (subgraph) ของกราฟ G(VG,EG) เม่ือ 

GH VV ⊆  และ GH EE ⊆   และจะกลาววา  H  เปนกราฟยอยแผท่ัว (spanning subgraph) ของ G  

เม่ือ  H เปนกราฟยอยของ G  และ  H GV V=  
 

ตัวอยาง 1.6   ภาพท่ี 6 แสดงใหเห็นกราฟ  H  เปนกราฟยอยของ  G 

 
ภาพท่ี 6  กราฟยอย 

 

บทนิยาม 1.6  ให u และ v เปนจุดใดๆในกราฟ (u และ v อาจเปนจุดเดียวกัน) ทางเดิน u-v              
(u-v  walk)  ใน G คือลําดับสลับของจุดและเสน เขียนแทนโดย 
 w = <u = u0, e1, u1, e2, u2,…, un-1, en, un = v> 
ท่ีเริ่มตนดวยจุด u และจบดวยจุด v และสําหรับ i = 1,2,…,n จุดปลายของเสน ei คือ ui-1 และ  ui 
 

u v 

w z 

x 

x 

u v 

a b c 

d e f 

        g 

G 

จะไดวา   )(G∆  = 4 , )(Gδ  = 1                                  

และ  dG(a) = 1 ,  dG(b) = 2                

       dG(c) = 2 ,  dG(d) = 3 

       dG(e) = 4 ,  dG(f)  = 3 

       dG(g) = 3 
 

กราฟ G กราฟ H 
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บทนิยาม 1.7  ความยาวของทางเดิน u-v คือ จํานวนของเสนในลําดับ ในกรณีท่ีความยาวของ
ทางเดินเปน 0 จะเรียกทางเดินนั้นวา ทางเดินโดดเดี่ยว (trivial walk) เรียก u0 = u และ un = v วา
จุดเริ่มตน (origin) และจุดปลาย (end point) ของทางเดิน u-v เรียกจุด u1,u2,…,un-1 วา จุดภายใน 
(interval vertices) 
 

บทนิยาม 1.8  จะกลาววาทางเดิน u-v เปนทางเดินปด (closed walk) เม่ือ u-v และจะเปน
ทางเดินเปด (open walk) เม่ือ vu ≠  
 

บทนิยาม 1.9  เรากลาววา u-v เปนทางเดินไมซํ้า (trail) เม่ือเสนในทางเดิน u-v ไมซํ้ากัน 
 

บทนิยาม 1.10  เรากลาววา u-v เปนวิถี (path) เม่ือเปนทางเดินไมซํ้า และไมมีจุดซํ้า และเขียน
แทนวิถีท่ีมีจํานวนจุดเปน n ดวย Pn 

 
 

                   

ภาพท่ี 7   วิถีท่ีมีจํานวนจุดเปน 1 ถึง 6 

บทนิยาม 1.11   เรียกทางเดินไมซํ้าปดท่ีไมใชทางเดินโดดเดี่ยววา  วง (circuit)  และเรียก วง ท่ี
มีจุดเริ่มตนและจุดภายในไมซํ้ากันวา  วัฏจักร (cycle) 
 

ตัวอยาง 1.7  จากกราฟในภาพ  2.2.2  

 
 

ภาพท่ี 8   ทางเดิน 
 

ลําดับ  1,a,2,b,3 f,6,f,3,c4,d,5  เปนทางเดิน  1-5  ซ่ึงมีความยาวเทากับ 6 
ทางเดิน  <1,a,2,b,3,c,4,d,5,e,3,f,6>  เปนทางเดินไมซํ้า ซ่ึงมีความยาว 6 
ทางเดิน  <1,a,2b,3,f,6>  เปนวิถี ซ่ึงมีความยาว 3 

 

1 
3 

4 

5 

a b c 

d 

e f 
g 

6 

2 

P1 P2 P3 P4 

P5 

P6 



7 
 

 
 

บทนิยาม 1.12  เรียกวัฏจักรท่ีมีความยาวเปนคูวา วัฏจักรคู (even cycle) และเรียกวัฏจักรท่ีมี
ความยาวเปนค่ีวา  วัฏจักรค่ี (odd cycle) เขียนแทนวัฏจักรท่ีมีจํานวนจุดเปน n ดวย Cn 
 

ตัวอยาง 1.8  กราฟวัฏจักร 

 
ภาพท่ี 9   วัฏจักรคูและวัฏจักรค่ี 

 
 
 บทนิยาม 1.13   ให  G = ( V,E )  เปนกราฟใดๆ  และ  ∅ ≠ V′ ⊆ V(G)   เรียกสับกราฟ 

G′ ของ G  วาเปน “ อินดิวซสับกราฟ (  Induced Subgraph  ) ของ G ท่ีเกิดจาก V′ ”   เม่ือสับกราฟ 

G′ของ G  มีเซตของจุดเทากับ V′ และ  เซตของเสนเทากับเซตของเสนใน G  ท่ีจุดปลายท้ัง 2 ของเสนแต

ละเสนเปนจุดใน  V′   เขียนแทนดวย  G [ V′ ]   
 

ตัวอยาง 1.9   จากกราฟ G ท่ีกําหนดให  จงวาดกราฟของ  G [ {x,y,z,u}] 
 

ภาพท่ี 10   กราฟ G และ G [ {x,y,z,u}] 
 

บทนิยาม 1.14  ให  u และ  v  เปนจุดใดๆ ในกราฟ G เรากลาววา  u และ v เชื่อมโยงกันได 
(connect) เม่ือมีวิถี  u-v และกลาววากราฟ G เปนกราฟเชื่อมโยง (connected graphs) เม่ือจุดสองจุด
ใดๆใน G เชื่อมโยงกันได 
 
 
 

v 

w 

C3 C4 

C5 

u 
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ตัวอยาง 1.10  ตัวอยางของกราฟเชื่อมโยง  (connected graphs) 
 

 
 

ภาพท่ี  11 กราฟเชื่อมโยง และกราฟไมเชื่อมโยง 
  
 

บทนิยาม 1.15  จะเรียก G วาเปนกราฟโดดเดี่ยว (trivial graph) ก็ตอเม่ือ E(G) =φ  แต  

V(G) φ≠  เขียนแทนกราฟโดดเดี่ยวท่ีมี n จุดดวย nK  

 
 

บทนิยาม 1.16  G เปนกราฟตนไม (tree) เม่ือ G เปนกราฟเชื่อมโยงและไมมีวัฏจักร 
 

 
 

ภาพท่ี 12  กราฟตนไม 
 

สมบัติของกราฟตนไม 
         1.  G เปนกราฟตนไมก็ตอเม่ือ G เปนกราฟเชื่อมโยงและ  e(G) = n(G)-1 
         2.  ถา G เปนกราฟตนไมแลว G เปนกราฟสองสวน เนื่องจากวากราฟตนไมจะไมมีท้ังวัฏจักรคู 
และวัฏจักรค่ีจึงทําใหเกิดเปนกราฟสองสวน 
 

บทนิยาม 1.17 กราฟดาวท่ีมีจํานวนจุดเทากับ  n  คือ กราฟท่ีมี 1 จุด ท่ีมีดีกรี n-1 จุดท่ีเหลือมี
ดีกรีเทากับ 1  
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ตัวอยาง 1.11  ตัวอยางของกราฟดาว 
 
 
 
 

                                                                                 
             
 

     ภาพท่ี 13   กราฟดาว 
 

ขอสังเกต  กราฟดาว คือกราฟตนไม 
 

บทนิยาม 1.18  ให G = (V,E) เปนกราฟอยางงาย ถาเราสามารถแบงก้ัน (partition) เซต V 
โดยท่ี        V = kVVVV ∪∪∪∪ ...321  และ φ=∩ ji VV   สําหรับ  i ≠ j  แลวจะกลาววา G เปน

กราฟ k สวน (k-partite graph) และเรียก (v1,v2,…,vk) วาเปนเซตแบงก้ันของ G  ในกรณีท่ี k = 2 จะ
เรียก  กราฟ 2-พารไท วา กราฟสองสวน (bipartite graph) 
 

 บทนิยาม 1.19  ให G เปนกราฟอยางงาย  เรากลาววา G  เปนกราฟบริบูรณ (complete 
graph)เม่ือจุด 2 จุดใดๆท่ีตางกันของ G เปนจุดประชิดกัน เราจะเขียนแทนกราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุด n 
จุดดวย Kn 

ขอสังเกต  จํานวนดานของกราฟบริบูรณ คือ 
2

)1( −nn  เม่ือ n คือจํานวนจุดของกราฟดังกลาว 

 

ตัวอยาง 1.12  กราฟในภาพท่ี 14  เปนกราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุดเปน 1,2,3,…,6 ตามลําดับ 
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ภาพท่ี 14  กราฟบริบูรณท่ีมีจํานวนจุดเปน 1,2,3,…,6 

 
 

       บทนิยาม 1.20  เรากลาววากราฟอยางงาย  G  เปนกราฟสองสวนบริบูรณ  (complete 
bipartite graph)     เม่ือ  G  เปนกราฟสองสวนบริบูรณท่ีมีเซตแบงก้ัน (V1,V2)  ซ่ึงมีคุณสมบัติวา 
ถา  iu V∈  และ  jv V∈  โดยท่ี  i j≠  แลว ( )uv E G∈  
 
 
 

ตัวอยาง 1.13  กราฟสองสวนบริบูรณ 
 

                                                   
 

ภาพท่ี 15   กราฟสองสวนบริบูรณ 
 
 

2.  จํานวนจับคู  และจํานวนเสนปกคลุม   
 

บทนิยาม 2.1   เซตยอยของ ( )E G  เรียกวา  “ จับคูหรือเซตเสนอิสระ (matching or 

independent edge set) M ” ของ G  เม่ือไมมีสองเสนใดๆท่ีตางกันใน M มีจุดรวมกัน   

K1 K2 K3 K4 

K5 K6 

3,1K  
2,2K  
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และ M  เปนการจับคูใหญสุด G  เม่ือไมมีการจับคู M ′ ของ G  ท่ีทําให M M′ >  

สําหรับการจับคู  ท่ีมีจํานวนเสนมากท่ีสุด เรียกจํานวนเสนมากท่ีสุดนั้นวา “จํานวนจับคู 
(matching number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gα′  
 

บทนิยาม 2.2   เสนในกราฟ G  ปกคลุม (cover) สองจุดท่ีตกกระทบกับเสนนั้น และเสนปก
คลุมในกราฟ G  คือเซตของเสนในกราฟ G  ท่ีปกคลุมทุกจุดในกราฟ G    

สําหรับเซตเสนปกคลุมของ G  ท่ีมีจํานวนเสนนอยท่ีสุด เรียกจํานวนเสนนอยท่ีสุดนั้นวา 

 “จํานวนเสนปกคลุม (edge covering number)” ของ G   เขียนแทนดวย ( )Gβ′  

 
 

3.  ผลคูณโครเนค็เกอร  (Kronecker  Products)   
 

           บทนิยาม 3.1  ให  1G  และ 2G  เปนกราฟอยางงาย  ผลคูณโครเน็คเกอร  (Kronecker  

Products)  ของ 1G  และ 2G   เขียนแทนดวย 1 2G G⊗   คือกราฟท่ีมีเซตของจุดคือ  

( ) ( ) ( )1 2 1 2V G G V G V G⊗ = ×  และเซตของเสนคือ  ( ) ( ){1 2 1 1 2 2 1 2 1( , )( , ) /E G G u v u v u u E G⊗ = ∈  และ 

( )}1 2 2v v E G∈  

 
ทฤษฎบีท 3.1   ให  1 2H G G= ⊗  จะไดวา 

        1)  ( ) ( ) ( )1 2V H V G V G=   

        2)  ( ) ( ) ( )1 22E H E G E G=   

        3)   สําหรับ ( ), ( )u v V H∈ , ( )
1 2

, ( ) ( )H G Gd u v d u d v=  
 

ทฤษฎบีท 3.2  ให 1G  และ 2G  เปนกราฟตอเนื่อง  กราฟ 1 2H G G= ⊗   เปนกราฟตอเนื่อง  

ก็ตอเม่ือ  G1 หรือ G2  มีวัฏจักรค่ี  
 

ทฤษฎบีท 3.3  ให  1G  และ 2G   เปนกราฟตอเนื่อง ท่ีไมมีวัฏจักรค่ี  จะไดวา  1 2H G G= ⊗   
ประกอบดวยสองคอมโพแนนทท่ีเปนกราฟตอเนื่อง  
 

ทฤษฎบีท 3.4  ให G  เปนกราฟตอเนื่องอันดับ m  กราฟของ  ,m nK G⊗   คือ    
 

1 1

;
m m n

i i ij
i j m

H H H
+

= = +

=   

 

เม่ือ  ( ) , {( ,1), ( , 2),..., ( , )},ij i j iV H W W W i i i m= ∪ = {( ,1), ( , 2),..., ( , )};jW j j j m i j= < ,  
( ) {( , )( , ) / ( )}ijE H i u j v uv E G= ∈  
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และถา G  ไมมีวัฏจักรค่ี  แลวจะไดวาแตละ ijH  จะประกอบดวยสองคอมโพแนนทตอเนื่องท่ีสมสัณฐาน

กับกราฟ G  
 
 

4.  ผลคูณมอดูลาร (Modular Products)  
 

บทนิยาม 4.1   ให  1G  และ 2G  เปนกราฟอยางงาย   ผลคูณมอดูลาร (Modular 

Products)  ของ  1G  และ  2G    เขียนแทนดวย   1 2G G◊   คือ   กราฟท่ีมีเซตของจุด      คือ  

1 2 1 2( ) ( ) ( )V G G V G V G◊ = ×       และ     เซตของเสน      คือ 
[ ]{1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2( ) ( , )( , ) ( ) and ( )E G G u v u v u u E G v v E G◊ = ∈ ∈ ∪  [ ]}1 2 1 1 2 2( ) and ( )u u E G v v E G∉ ∉  

 

ทฤษฎบีท 4.1   ให  1 2H G G= ◊  จะไดวา 

        1)  ( ) ( ) ( )1 2V H V G V G=   

        2)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 22 2 c cE H E G E G V G E G= +   

        3)   สําหรับ ( ), ( )u v V H∈ , ( )( )
1 2 1 2

, ( ) ( ) ( ) ( ).c cH G G G G
d u v d v d v d v d v= + +  

ทฤษฎบีท 4.2   ให ,nK G  เปนกราฟบริบูรณ และกราฟอยางงาย ตามลําดับ จะไดวา 
 

n nK G K G◊ = ⊗  
 

ทฤษฎบีท 4.3  ให 1 2,G G  เปนกราฟอยางงาย  จะไดวา ( ) ( )1 2 1 2 1 2
c cG G G G G G◊ = ⊗ ∪ ⊗  

เม่ือ  c
iG  เปนกราฟเติมเต็มของ , 1, 2iG i =   

 
ทฤษฎบีท 4.4 ให G  เปนกราฟตอเนื่องอันดับ p  กราฟของ 
  

,m nK G◊ ≅
1 1

1 1 1

m m m n

i i i
i i i m

H M N
− + −

= = = +

∪ ∪    

 

 โดยท่ี  
1 1 1

, ,
m n m m n

i ij i ij i ij
j m j i j i

H H M H N H
+ +

= + = + = +

= = =   เม่ือ   ( ) ( )ij ij i jV H V H S S= = ∪   

1 2{( , ), ( , ),..., ( , )},i i i i pS u v u v u v i j= < ; ( ) {( , )( , ) / ( )}ij i jE H u v u w vw E G= ∈ ; 

( ) {( , )( , ) / ( )}ij i jE H u v u w vw E G= ∉ ; ( ) {( , )( , ) / ( )}i i iE R u v u w vw E G= ∈ ;  
 

ยิ่งไปกวานั้นถา G  ไมมีวัฏจักรค่ี  แลวจะไดวาแตละ ijH  และ ijH  จะประกอบดวยสองคอม

โพแนนทตอเนื่องท่ีสมสัณฐานกับกราฟ G และ cG ตามลําดับ 
 

ตัวอยาง 4.1    แสดงกราฟของ  K 2,3 ◊ G 
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ภาพท่ี 16   กราฟของ 2,3K G◊  

 
 
5.  งานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 
 

ในป 1968 G. Chartrand, D.P. Geller และ S. Hedetniemi ศึกษา A generalization of 

the chromatic number. และในป 1985 J.A. Andrews และ M.S. Jacobson ก็ศึกษา On a 

generalization of chromatic number. และ On a generalization of chromatic number and 

two kinds of  ramsey numbers. 

ในป 1987 Peter Dankelmann, Dieter Rautenbach, Lutz Volkmann ศึกษา Some 

parameters of graph and its complement15. 

ในป 1989 D. Bergstrand, F. Harary, K. Hodges, G. Jennings, L. Kuklinski และ J. 

Wiener รวมกันศึกษา The sum numbering of a complete graphs. และอีก 3 ปตอมา  

N. Hartseld และ W. F. Smyth ศึกษาเรื่อง The sum number of complete bipartite 

graphs, in graphs and matrices (ed. R. Rees). 

ในป 1991 Mustapha Chellali และ Lutz Volkmann ศึกษา Relations between 

parameters of a graph. 

ในป 1999 Shaoji Xu ศึกษา On independent domination number of regular graphs. 

และ C. D. Wallace ศึกษา Mod sum numbers of complete bipartite graphs. และ M. 

Sonntag, H. M. Teichert ศึกษา The sum number of d-partite complete hypergraphs. และ

อีก 2 ปถัดมาศึกษา On the sum number and integral sum number of hypertrees and 

complete hypergraphs. ขณะท่ี  M. Sutton and M. Miller ศึกษา On the sum number of 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-47N647K-50&_user=1750402&_coverDate=06%2F30%2F1987&_alid=1183470749&_rdoc=186&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=181ee93baa7c3014599dcc9e05b0b7d2
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-45FCT4H-8&_user=1750402&_coverDate=05%2F03%2F1991&_alid=1183470749&_rdoc=42&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=55a954397fb23c3e744f16f0ef9a700c
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-45FCT4H-8&_user=1750402&_coverDate=05%2F03%2F1991&_alid=1183470749&_rdoc=42&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=55a954397fb23c3e744f16f0ef9a700c
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-42NRV4W-S&_user=1750402&_coverDate=05%2F06%2F1999&_alid=1183470749&_rdoc=116&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&view=c&_ct=271151&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=21c93a3e22a175fd7272fbf53c75b39a
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wheels. และ Y. Wang and B. Liu ศึกษา The sum number and integral sum number of 

complete bipartite graphs.  

ในป 2003 V. Seanpholphat, G. Chartrand, T. Thomas and  P. Zhang รวมกันศึกษา On 

the hamiltonian number of a graph, The independent resolving number of a graph. และ

อีก 2 ปตอมาศึกษา Graphs with prescribed order and hamiltonian number.  

ในป 2004 A. J. W. Hilton, P. D. Johnson Jr. ศึกษา Relations between the lower 

domination parameters and the chromatic number of a graph. ขณะท่ี D. Liu ศึกษา Radio 

number for trees. และอีก 4 ปตอมาศึกษาเรื่อง Radio number for square of cycles. 

ตั้งแตป 2002 จนถึงปจจุบัน N. Punnim ศึกษากราฟพารามิเตอรอีกมากมายหลายพารามิเตอร โดย

มีบางงานวิจัยศึกษารวมกับนักวิจัยคนอ่ืนๆดวย เชน S. Bau, J. Akiyama, S. Thaithae, 

V. Seanpholphat, A. Chantasartrassmee เปนตน ดังผลงานวิจัยตอไปนี้    

Regular graphs with maximum forest number, The forest number of ( n , m )-

graphs, Decycling regular graphs, Interpolation theorems in jump graphs, Realizations and 

interpolation theorems for graph parameters, Almost hamiltonian cubic graphs, Regular 

graphs and their chromatic numbers, The hamiltonian number of cubic graphs, Almost 

hamiltonian cubic graphs, Degree sequences and chromatic numbers of graphs, The clique 

numbers of regular graphs, Regular graphs and their chromatic numbers, Spectrum of 

graph parameters, Interpolation theorems on graph parameters, The matching number of 

regular graphs, Decycling regular graphs, The decycling number of cubic graphs. และ The 

graph of realizations and chromatic numbers. เปนตน  

สําหรับงานวิจัยท่ีศึกษากราฟพารามิเตอรบนผลคูณคารทีเชียนมีมากมายดังเชนในชวงป 1980-

1995 นักวิจัยหลายทาน เชน L.W. Beineke, R.D. Ringeisen, K. Asano, A.M. Dean และ   

R.B. Richter ไดศึกษา Crossing number บนผลคูณคารทีเชียนของกราฟลักษณะเฉพาะตางๆ 

ในป 1995 และ 1997 S. Gravier และ A. Khelladi ศึกษา Domination number และ

Hamiltonian number ของกราฟ Hamiltonian สองกราฟ 

ในป 1998 และ 1999 J.M. Xu, W.S. Chiue และ B.S. Shieh ศึกษา Connectivity  

ในป 1999 R. Cherifi, S. Gravier, X. Lagraula, C.Payan และ I. Zighem ศึกษาDomination 

number โดยป 2005 B. Bresar ไดขยายผลศึกษา Upper domination 

ในป 2005 S. Klavzar ศึกษา New bounds and exact results on the independence 

number of cartesian product graphs. 

http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-48NX9DC-1&_user=1750402&_coverDate=01%2F06%2F2004&_alid=1183470749&_rdoc=28&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=5e166592108adb0187df5335415196f4
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=ArticleURL&_udi=B6V00-48NX9DC-1&_user=1750402&_coverDate=01%2F06%2F2004&_alid=1183470749&_rdoc=28&_fmt=high&_orig=search&_cdi=5632&_sort=r&_st=4&_docanchor=&_ct=271125&_acct=C000054436&_version=1&_urlVersion=0&_userid=1750402&md5=5e166592108adb0187df5335415196f4
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ในป 2008 S. Spacapan ศึกษา Connectivity of cartesian products of graphs. 

 และในป 2006-2010 J.M. Xu และ C. Yang รวมกันศึกษา Connectivity และ super-

connectivity of cartesian product graphs.  

 สวนสําหรับงานวิจัยท่ีศึกษากราฟพารามิเตอรบนผลคูณเขม (Strong product) และผลคูณเล็ก

ซิโคกราฟก ยังมีไมมากนัก เชน ในป 2006 L. Sun และ J.M. Xu ศึกษา Connectivity บน strong 

product  

ในป 1998 S. Klavzar ศึกษา Fractional chromatic number บน lexicographic product 

และในป 2005 M. M. M. Jaradat และ M. Y. Alzoubi รวมกันศึกษา Upper bound of the 

basis number บน lexicographic product of graphs. 

สําหรับงานวิจัยท่ีศึกษากราฟพารามิเตอรบนผลคูณโครเน็กเกอรหรือผลคูณเท็นเซอรหรือ 

ผลคูณตรง ก็มีคอนขางมาก เชนในป 1999 A. Klobucar ศึกษา Domination numbers ของ

ผลคูณของ 6P  และ nP   อีก 1 ปตอมารวมกับ N. Seifter ศึกษา k-dominating sets บนผลคูณของ 

paths 

 ในป 2001 P. K. Jha ศึกษา Smallest independent dominating sets บนผลคูณของ 

cycles อีก 1 ปตอมาศึกษา Perfect r-domination บนผลคูณของ three cycles 

ในป 2005 C. Tardif ศึกษา Fractional chromatic number ขณะท่ี D. F. Rall ศึกษา Total 

domination   

ในป 2006 P. Dorbec, S. Gravier, S. Klavzar และ S. Spacapan ขยายผลศึกษา Some 

results on total domination 

ในป 2008 A.Mamut และ E.Vumar รวมกันศึกษา Vertex vulnerability parameters 

ในป 2009 R. Guji และ E. Vumar รวมกันศึกษา Connectivity  

และตั้งแตป 2011 T. Sitthiwirattham รวมกับนักวิจัยหลายทานศึกษา Independent 

number, Vertex covering number, Dominating number, Matching number, Edge Covering 

number และ Edge dominating number บนกราฟรวม กราฟผลตาง และผลคูณโครเน็กเกอรบน 

Path, Cycle, Complete Graph, Complete Bipartite และ Wheel.  
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บทที่ 3 
ระเบียบวิธีการวิจัย 

 
การศึกษาวิจัยเรื่องกราฟพารามิเตอรเชิงเสน  จํานวนจับคูและจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอ

ดูลารของกราฟอยางงาย ผูวจิัยไดดําเนินการวิจัยตามลําดับดังนี้  

 

    1.   คนควาหาเอกสาร บทความวิจัยท่ีเก่ียวของ 
    2.   ศึกษาความรูเก่ียวกับนิยามและทฤษฎีบทตางๆเก่ียวกับผลคูณมอดูลาร จํานวนจับคู และ

จํานวน เสนปกคลุม จากเอกสารท่ีเก่ียวของ 
    3.   คนควาหาเอกสาร ตํารา วารสาร และเอกสารสิ่งพิมพท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยท่ีกําลัง 

ดําเนินการ วิจัยอยูจากแหลงขอมูลตางๆ 
           4.   สรางและพิสูจนทฤษฎีบทการหาจํานวนจับคู และจํานวนเสนปกคลุม บนผลคูณมอดูลาร ของ 

 กราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
         5.   สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ สงตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย 
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บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
1.  จํานวนจับคูบนผลคูณเมอดูลารของกราฟอยางงายกับกราฟสองสวนบริบูรณ    

 

บทตั้ง 1.1  ให 
m+n m m+n

i ij i ij i ij
j=m+1 j=i+1 j=i+1

H= H , M = H , N= H    แลว α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  และ ( ) ( )α α′ ′
C

ijH =2 G   

พิสูจน สมมุติให G ไมมี odd cycle จะไดวา ijH  และ ijH  จะมี 2 คอมโพแนนทท่ีสมสัณฐานกับ G 

และ CG ตามลําดับ 
ถา G มี odd cycle จะไดวาสําหรับจุด i i(u ,v) S∈  และ j j(u ,v) S , i<j∈   จะมี  

ijH i H j Gij
d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  และ C

ij
i j GH H ij

d ((u ,v))=d ((u ,v))=d (v)  

 ในการพิสูจนเราจะแสดงเฉพาะกรณี ijH สําหรับกรณี ijH  เราจะพิสูจนทํานองเดียวกัน 

 จากนิยามของ Kronecker product และ ijH  สําหรับทุกจุด v,w G∈  จะไดวาจุด i i(u ,v),(u ,x)  

ไมมีเสนเชื่อมกัน และสําหรับจุด i i ij
(u ,v),(u ,x) H∈  จะมีเสนเชื่อมกัน ก็ตอเม่ือ v,w G∈  มีเสนเชื่อมกัน    

ตอไปเราจะแสดงวา α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  

(1) เราจะแสดงวา ถาจุด v,w  เปนอิสระกันใน G แลวจุด i(u ,v), j(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  และ 

i j(u ,w),(u ,v)  จะจับคูกันใน ijH   

จากท่ีกําหนดขางตน สําหรับทุกจุด v,w G∈  จะไมมีเสนเชื่อมระหวางคูจุด i i(u ,v),(u ,w)  และคู

จุด j j(u ,v),(u ,w)  

ดังนั้นถาจุด v,w  จับคูกันใน G แลวคูจุด i j(u ,v),(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  และคูจุด 

j i(u ,v),(u ,w)  จะจับคูกันใน ijH  เพราะเสน vw E(G)∈   ดังนั้นเราไดผลท่ีตองการ 

 (2)  ตอไปเราจะแสดงวา ถา ∈v,w G  ไมถูกจับคูใน G แลวคูจุด i j(u ,v),(u ,w)  จะไมจับคูกันใน 

ijH  และคูจุด j i(u ,v),(u ,w)  จะไมจับคูกันใน ijH   เพราะวา ∈v,w G  ไมถูกจับคูใน G มีเพียงกรณีเดียว

คือ ∉vw E(G)  ดังนั้นจะไมมีเสน เชื่อมระหวางคูจุด i j(u ,v),(u ,w)   ใน ijH  และคูจุด j i(u ,v),(u ,w)  ใน ijH  

จะไดวา เซตจับคูใน G จะสมนัยกับสองเซตจับคูใน ijH   

ดังนั้น  α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  และ ( ) ( )α α′ ′
C

ijH =2 G       
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นิยาม 1.2    [Ore. 1962]  ให M  เปนการจับคู   
       M -alternating path  คือวิถีซ่ึงสลับระหวางเสนใน M  และเสนท่ีไมอยูใน M     

       M -alternating path  ซ่ึงจุดปลายไมอยูใน M  เรียกวา  M -augmenting path 

 
 

ทฤษฎีบท 1.3   [Ore. 1962]   
การจับคู  M  ใน G เรียกวา  การจับคูใหญสุด (maximum matching) ใน G 

  ก็ตอเม่ือ G  ไมมี M -alternating path   
 

ทฤษฎีบท 1.2   ให G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ p และไมมี cut-vertex แลว   

α

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

2 (G)+|N*|,                                                    m=m, m=2k, k

2 (G)+|N*|+max{|P**|+|Q*|},                              m=m, m=2k-1, k       

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|,

(K )=

n

n

n

α

α

′

′ + + +

∈
∈





                              m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |, m<m, m

m

m n m n m n

n

n

α′ + + +







 ∈

 −


∈





 

* * *

 =2k, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |+|P |+|Q | |R |,

                                                                     m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

m n m n m n m m mn

 

สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   เม่ือ 
 

เซตจับคูใหญสุดของ m,nK  และ G คือ 2M  

i i p i+1 q p,v ,v vN *={(u )(u ) |  หรือ qv  เปนจุดปลายของเสนใน 2M , p qv v  อยูในการจับคูใน }GC ,  

      ∪   
      

   
      

∈ -1 -1
2 2

i 1,3,...,2 m+1,m+3,...,m+2n n  

 

∈ ≠C
i i p q p q,v ,v v v E(G ), q 1,2,...,k*={(u )(u ) | mP  และ i q(u ,v )  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดของใน  

∪M* N*} ,  { } { }∪∈ -1i 1,2,...,m m+1,m+2,...,m+n  

∈ ≠i i p m+n q p q,v ,v v v E(G), q 1,2,...,k*={(u )(u ) | Q  และ i q(u ,v )  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดของใน  

∪M* N*} ,  { } { }∪∈ -1i 1,2,...,m m+1,m+2,...,m+n  

◊∈i j m,n jX ={(u ,x) V(K G) | (u ,x)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ }i-j=m-n   

◊∈i j m,n jY={(u ,y) V(K G) | (u ,y)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ }i-j=n  

∈ ∈ ∈C
i i i i i,v ,x ,v) V , vx E(G ) และ (u,x)X},**={(u )(u ) | (uP  { }∈i 2m+1,...,m+n  

∈ ∈ ∈i i i i i,v ,y ,v) V , vy E(G) และ (u,y)},**={(u )(u ) | (uQ Y  { }∈i 2m+1,...,m+n  
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∈i i i i,v ,v)**={(u ) V  | (uR  ประชิดกับจุดใน ∩i i },X Y  { }∈i 2m+1,...,m+n  
 

  i i i
i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n}

* *= **, * *= **, * *= **P P Q Q R R  

◊∈i i m,n jX={(u ,x) V(K G) | (u ,x)  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* } ,  i=1,2,...,m-1  

◊∈i i m,n j={(u ,y) V(K G) | (u ,y)Y  ไมถูกจับคูในการจับคูใหญสุดใน ∪N*M* และ i-j=m-n}, i=1,2,...,m-1  

∈ ∈ ∈
m-1

C
im m i m m i

i=1

P ={(u ,v)(u ,x) | (u ,v) v , vx E(G ), (u ,x) X  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ * *}Q  

m+n m+nP ={(u ,v)(u,y) | v เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดของ  ∈ ∈C C
iG , vy E(G ), (u,y) Y  ไมเปนจุด 

ปลายของการจับคูใหญสุดของ * *},P { }∈i m+1,m+2,...,m+n  

m+n m+nQ ={(u ,v)(u,x) | v เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดของ  ∈ ∈C
iG , vx E(G), (u,x) X  ไมเปนจุด 

ปลายของการจับคูใหญสุดของ * *},Q { }∈i 1,2,...,m  

∈m+n m+n m+n m+nR ={(u ,v) V  | (u ,v) ประชิดกับจุดใน ∩i i }X Y  

∈ ∈
m-1

*
im m i m m i

i=1

,v ,x v) V ,  (u ,x) X*={(u )(u ) | (uP  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ  ∩ m+nQ** Q }   

∈ *
m m i m m i,v ,w v) V ,  (u ,w)*={(u )(u ) | (uQ  ไมเปนจุดปลายของการจับคูของ  ∩ m+nP** P }   

∈ *
m m m m,v ,v)={(u ) V  | (uR  ประชิดกับจุดใน ∩i i }X Y   

 

พิสูจน ให   m,n i ii=1,2,...,m+n i=1,2,...,pV(K )={u }, V(G)={v },  

       { }i i j m,n(u ,v ) V(K G) j=1,2,...,p}, i=1,2,...,m+nS = ◊∈  

 จาก α′ m,n(K )=min {m,n}  และ α′(G)=k  สมมุติใหเซตจับคูใหญสุดของ m,nK  และ G คือ 

  
≤ +


 +

m1 m+21 1 2m
1

1 m+21 1 n m+n

u u

u u

; m n{u ,u u ,...,u }
=

; m>n{u ,u u ,...,u }

m

m

M   และ 2M  ตามลําดับ 

 

กรณี 1 : m=n 
กรณี 1.1 : m,n เปนจํานวนคู 
จากบทตั้ง 1.1  เราไดวา  α α′ ′=ij(H ) 2 (G)  

สมมุติให  ∈*
i i p m+i q p q 2,v M },  iM ={(u ,v )(u ,v ) | v =1,2,...,m    

 เราจะเห็นไดวา จุดใน  
m *

i
i=1

M =M*  จะไมประชิดกับจุดใน 

{ } { }   ∈ ∪
   


*
i

i 1,3,...,2 -1 m+1,m+3,...,m+2 -1
2 2

N =N*
n n

 

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊ ∪m,n G  คือ  N*K M*  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥m,n G 2n G N* |(K ) ( )+|  
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 สมมุติให  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |(K )> ( )+|   จะไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี 

∉ ∪i j j i,w ,w(u ),(u ) M* N*  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ =m,n G 2n G N* |(K ) ( )+|  เม่ือ m=n  และ m,n  เปนจํานวนคู 

  

 

ภาพท่ี 17  กรณี m=n  และ m,n  เปนจํานวนคู 
 
 

กรณี 1.2 : m,n เปนจํานวนคี่ 
เรามีการจับคู ∪N*M*  และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต *

iP  และ *
iQ  

 กําหนดให   
∪ ∪
 i i

i={1,2,...,m} {m+1,m+2,...,m+n-1} i={1,2,...,m} {m+1,m+2,...,m+n-1}

*= *และ*=*P P Q Q  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊ ∪ ∪m,n G  คือ  N* sup{P*,Q*} K M*  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K ) ( )+|  
 

 สมมุติให  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K )> ( )+|   จะไดวามีอยางนอยสองจุด 

◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ∪∉ ∪i j j i,w ,w  sup{P*,Q*} (u ),(u ) M* N*  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊m,n G 2n G N* |+max{|P*|,|Q*|}(K )= ( )+|  เม่ือ m=n  และ m,n  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 18    กรณี m=n  และ m,n  เปนจํานวนค่ี 

 

 

กรณี 2 : m=n 
กรณี 2.1 : m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 
ให  −i i i pV=S {(u ,v ) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน },  iG =2m+1,...,m+nC ,   

เรามีการจับคู ∪N*M*  
และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต **

iP , **
iQ  และ **

iR  

 ให    i i i
i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n} i={2m+1,...,m+n}

* *= **, * *= **และ**=**P P Q Q R R    

 ดังนั้น  การจับคูใน ( )◊ ∪ ∪ ∪ −  m,n G  คือ  N*******K M* P Q R  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R   จะไดวามีอยางนอยสองจุด 

◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ( )∪ ∪ −  ∉ ∪i j j i,w ,w ** ** **(u ),(u ) M* N* P Q R  ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * |(K ) ( )+| P Q R   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 19    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนคู และ n-m เปนจํานวนคู 
 
 
 

กรณี 2.2 : m เปนจํานวนคี่  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 
ให  −m m mV =S {(u ,v) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน }G ,   

เรามีการจับคู ( )∪ ∪ ∪ −  N* ** ** **M* P Q R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต mP  

 ดังนั้น  การจับคูใน ( )◊ ∪ ∪ ∪ − ∪  m,n mG  คอื  N*******K M* P Q R P  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P   จะไดวามีอยางนอยสอง

จุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี ( )∪ ∪ − ∪  ∉ ∪i j j i m,w ,w ** ** **(u ),(u ) M* N* P Q R P  ซ่ึง

เปนไปไมได 
 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + − +m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | |(K ) ( )+| mP Q R P   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนค่ี  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
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ภาพท่ี 20     กรณี m<n ,  m เปนจํานวนค่ี และ n-m เปนจํานวนค่ี 

  

กรณี 2.3 : m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนคี่ 

เรามีการจับคู ( )∪ ∪ ∪ −  N* ** ** **M* P Q R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต m+n m+n m+n, Q   และ  R P  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊m,n GK   คือ 

   ( ) ( ) ∪ ∪ ∪ − ∪ ∪ −    m+n m+n m+nN* ** ** **M* P Q R P R R  

 นั่นคือ  α α′ ′◊ ≥ + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R  

 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   จะ

ไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี  

∪∉ ∪i j j i,w ,w(u ),(u ) M* N* ( ) ( ) ∪ − ∪ ∪ −    m+n m+n m+n** ** **P Q R P R R ซ่ึงเปนไปไมได 
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 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนคู  และ  n-m  เปนจํานวนค่ี 
 
 

 
 

ภาพท่ี 21    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนคู และ n-m เปนจํานวนค่ี 
กรณี 2.4 : m เปนจํานวนคี่  และ  n-m  เปนจํานวนคู 

ให  *
m mV ={(u ,v) | v  เปนจุดปลายของการจับคูใหญสุดใน }G* ,   

เรามีการจับคู ( ) ( ) ∪ − ∪ ∪ −    m+n m+n m+n** ** **P Q R P R R  

และจากนิยามของการจับคู  จะไดการจับคูอ่ืนใน G  คือเซต * *
m m m, Q   และ  R P  

 ดังนั้น  การจับคูใน ◊m,n GK   คือ 

  ( ) ( ) ( )  ∪ ∪ ∪ − ∪ ∪ − ∪ ∪ −      
* *

m+n m+n m+n mN* ** ** **M* m mP Q R P R R P R R  
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 นั่นคือ    α α′ ′◊ ≥ + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R  

         + + −* *
m m| | | | | |mP Q R  

 
 สมมุติให  α α′ ′◊ > + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

                                  + + −* *
m m| | | | | |mP Q R    

 จะไดวามีอยางนอยสองจุด ◊∈ m,ni j j i,w ,w G(u ),(u ) K  โดยท่ี     

  ( ) ( ) ∪ ∪ − ∪ ∪ − ∪    ∉ ∪ m+n m+n m+ni j j i,w ,w ** ** **(u ),(u ) M* N* P Q R P R R  

                               ( ) ∪ −
 

* *
mm mP R R   ซ่ึงเปนไปไมได 

 เพราะฉะนั้น  α α′ ′◊ = + + ++ + − + + −m,n G 2n G N* | | * * | | * * | | * * | | | | | | |(K ) ( )+| m n m n m nP Q R P Q R   

                                       + + −* *
m m| | | | | |mP Q R  

 เม่ือ m<n , m เปนจํานวนค่ี  และ  n-m  เปนจํานวนคู            

 
ภาพท่ี 22    กรณี m<n ,  m เปนจํานวนค่ี  และ n-m เปนจํานวนคู 
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2.   จํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
 

บทตั้ง 2.1    [Douglus, B.W.  2011]   
ให G เปนกราฟอยางงายอันดับ n  จะไดวา α β′ ′G G( )+ ( )=n  

 
 

ทฤษฎีบท 1.2   ให G เปนกราฟเชื่อมโยงอันดับ p และไมมี cut-vertex แลว   

β

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

(m+n)p-2n (G)-|N*|,                                                 m=m, m=2k, k

(m+n)p-2 (G)-|N*|-max{|P**|+|Q*|},                             m=m, m=2k-1, k       

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|

(K )=

n

n

α

α

′

′

∈
∈





P**|-|Q**|+|R**|,                             m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R

mn

n

α

+ + +

′ + + +

∈ 

* * *

**|-|P |-|Q |+|R |, m<m, m =2k, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |-|Q |+|R |-|P |-|Q |+|R |,

                                                                       

m n m n m n

m n m n m n m m mn












∈       m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

 

สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   
 

พิสูจน   โดยบทตั้ง 2.1 และทฤษฎีบท 1.2               
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บทที่ 5  
สรุปผลและขอเสนอแนะ  

 
1.   สรุปผล  
 

จากงานวิจัยนี้  เราไดสูตรท่ัวไปในการหากราฟพารามิเตอรเชิงเสน 2 ตัวคือ  จํานวนจับคูบนผล
คูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ   
 

α

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

2 (G)+|N*|,                                                    m=m, m=2k, k

2 (G)+|N*|+max{|P**|+|Q*|},                              m=m, m=2k-1, k       

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|,

(K )=

n

n

n

α

α

′

′ + + +

∈
∈





                              m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |, m<m, m

m

m n m n m n

n

n

α′ + + +







 ∈

 −


∈





 

* * *

 =2k, n-m =2h-1, k,h

2 (G)+|N*|+|P**|+|Q**|-|R**|+|P |+|Q |-|R |+|P |+|Q | |R |,

                                                                     m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

m n m n m n m m mn

 

 

และจํานวนเสนปกคลุมบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและกราฟสองสวนบริบูรณ 
 

β

α

α

α

′ ◊

′

′

′

∈
∈




m,n G

(m+n)p-2n (G)-|N*|,                                                 m=m, m=2k, k

(m+n)p-2 (G)-|N*|-max{|P**|+|Q*|},                             m=m, m=2k-1, k       

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|

(K )=

n

n

α

α

′

′

∈
∈





P**|-|Q**|+|R**|,                             m<m, m =2k, n-m =2h, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |,                       m<m, m =2k-1, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R

mn

n

α

+ + +

′ + + +

∈ 

* * *

**|-|P |-|Q |+|R |, m<m, m =2k, n-m =2h-1, k,h

(m+n)p-2 (G)-|N*|-|P**|-|Q**|+|R**|-|P |-|Q |+|R |-|P |-|Q |+|R |,

                                                                       

m n m n m n

m n m n m n m m mn












∈       m<m, m =2k-1, n-m =2h, k,h

 

 
สําหรับกรณี m>n   ก็จะเหมือนกับกรณี  m<n   
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2.   ขอเสนอแนะ  
จากการทําการวิจัยเรื่องกราฟพารามิเตอรเชิงเสนบนผลคูณมอดูลารของกราฟอยางงายและ

กราฟสองสวนบริบูรณ ไดขอคิดเห็นและขอเสนอแนะดังนี้  
 

1.  งานวิจัยนี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางในการหาคากราฟพารามิเตอรเชิงเสนอ่ืนๆ 
2.  ในงานวิจัยนี้สามารถนําไปใชเปนแนวทางแกปญหากับกราฟลักษณะเฉพาะอ่ืนๆได 
3.  เม่ือไดศึกษาทฤษฎีบทตางๆ ในงานวิจัยนี้แลวอาจจะศึกษาตอไปในการประยุกตอ่ืนๆตอไป  
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