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บทคัดยอ 

 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อศึกษาการเคล่ือนที่ของ ไจโรสโคป (Gyroscope) แบบ 3 

แกนโดยมีจุดมุงหมายเพื่อทําการกําหนดตําแหนงและทิศทางการเคล่ือนที่ของไจโรสโคป 

(Gyroscope)โดยทําการหาคาแรงบิดในแตละแกนเพื่อนํามาใชเปนคาเร่ิมตนในการพัฒนาชุดไม

กอลฟฝกซอมวงสวิงตอไปโดยการทดลองนี้ไดทําการกําหนดชนิดของไม และทิศทางการเคล่ือนที่

และตําแหนงของเวลาจากโปรแกรมจําลอง  วงสวิงของ Swing  Maker และทําการกําหนดวิธีการ

การคํานวณโดยใชโปรแกรม เขามาชวยวิเคราะหและใชวิธีการทางOptimizationมากําหนดวิธีการ

คํานวณเพื่อทําการหาคําตอบของการเคล่ือนที่ โดยมุงหวังเพื่อที่จะนําไปใชในการออกแบบชุดฝก

ซอมวงสวิงตอไป 

           การศึกษาการเคล่ือนที่ของ ไจโรสโคป (Gyroscope) แบบ 3 มิติ โดยวิเคราะหหาคา

แรงบิดในตําแหนงตางๆ ของวงสวิงที่เหมาะสมโดยวิธีการทาง Optimization พบวาสามารถทํา

การกําหนดคาแรงบิด ซ่ึงเกิดจากการเคล่ือนที่ของวงสวิงไดและจะไดนําไปสูการออกแบบชุดฝก

ซอมวงสวิงกอลฟตอไป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

 This research was purposed to study the rotation of  three-axis gyroscopic 

marking the position of gyroscopic’s motion by calculating the torque of each axis in 

witch to be used as a starting point of a swing for a golf practicing-kit development. This 

experiment indicated the exact type of golf clubs toward the direction and the position of 

the swing maker practiced model. The method of calculation was generated by 

optimization in order to fine the exact point of rotation. This swing practicing kit for 

golfers could be developed from this study. 

 The study of the three-axis gyroscope’s rotation by analyzing the torque in any 

direction within optimization system found that the torque from the rotation of the swing 

should be exacted in order to design the practicing-kit for the golf beginner. 
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บทท่ี 1 

บทนํา 
 

1. ความสําคัญและท่ีมาของปญหาท่ีทําวิจัย 

 ปจจุบันกีฬากอลฟไดเปนที่สนใจและนิยมเลนกันทั้งภายในประเทศและตางประเทศทั้ง

ในเชิงพาณิชยจึงทําใหกีฬาประเภทนี้มีผูสนใจอยางแพรหลายและเพิ่มมากข้ึนอยางตอเนื่องซ่ึง

สถานที่ในการเลนและอุปกรณตางๆที่ใชเปนสวนประกอบในการเลนกีฬาประเภทนี้ก็ไดมีการ

พัฒนาควบคูกันกันไปกับความนิยมที่มากข้ึนอยางตอเนื่องโดยที่ทําอยางไรไมกอลฟจะมีน้ําหนัก

และจุดศูนยถวงที่เหมาะสมที่สุดและตีไดระยะที่ไกลและทิศทางที่แมนยําที่สุด ส่ิงหนึ่งที่เปนปจจัย

สําคัญไปกวาอุปกรณที่ไดมีการคนควาและพัฒนาอยางตอเนื่องนั้นคือวงสวิงที่ถูกตองและ

สวยงามซ่ึงตองอาศัยการฝกซอมที่ถูกวิธีประกอบดวยการข้ึนวงสวิงที่ถูกจังหวะและการวาดวงสวิง

ที่ถูกวิธีซ่ึงจากที่ไดกลาวมานั้นไดเกิดแนวคิดที่วาทําอยางไรการฝกซอมนั้นสามารถฝกซอมไดดวย

ตัวเองโดยที่ไมตองเดินทางไปที่สนามและการฝกซอมนั้นทําอยางไรจึงจะมีวงสวิงที่ถูกตองการ

ฝกซอมนั้นทําอยางไรจึงจะมีวงสวิงที่สวยงาม จากแนวคิดที่กลาวมานี้ไดทําการออกแบบชุดไม

กอลฟฝกซอมวงสวิงโดยใชไจโรสโคป (Gyroscope) 

 จากหลักการการเคล่ือนที่แบบไจโรสโคป ที่สามารถควบคุมทิศทางและกําหนดทิศทาง

ไดซ่ึง ไจโรสโคปหนึ่งตัวใชกับการกําหนดทิศทางหนึ่งทิศทางจากหลักการนี้ทําใหเกิดแนวคิดที่วา 

ถาใช ไจโรสโคป 3 ตัว มาทําการกําหนดทิศทางทั้ง 3 แกนเพื่อควบคุมการเคล่ือนที่ไปไดทั้ง 3 แกน 

พรอมกันโดยการกําหนดความเร็วการหมุนของ ไจโรสโคป ทั้ง 3 แกน ในชวงเวลาพรอมกันซ่ึงจะได

ทิศทางที่แมนตรงและในทางตรงกันขามในกรณีที่มีแรงมากระทําในทิศทางที่นอกเหนือทิศทางที่

กําหนดซ่ึงทําให  ไจโรสโคป ไมอยูในตําแหนงที่กําหนดไวนั้นจะทําใหเกิดแรงตานจากแนวแกน 

เปนอุปกรณชวยฝกสอนและพัฒนาวงสวิงของผูฝกหัดโดยที่จะสามารถทราบจุดบกพรองและ

ตําแหนงของวงสวิงทีผิ่ดจังหวะซ่ึงจะนาํไปสูแนวทางการแกไขวงสวงิของผูฝกหดัโดยที่จะทําใหการ

ตีกอลฟเกิดการพัฒนาไปอยางรวดเร็วการตีแตละคร้ังไดระยะและทิศทางที่เหมาะสมที่สุดซ่ึงทั้งนี้

ทั้งนั้นข้ึนอยูกับการฝกซอมของผูฝกหัดดวย  
 

2. วัตถุประสงคของการวิจัย 

 1. เพื่อศึกษาการเคล่ือนที่ของ ไจโรสโคป แบบ 3 แกน 

 2. เพื่อหาแนวทางในการควบคมุการเคล่ือนที่ของไจโรสโคป แบบ 3  แกนไปกําหนด 

ทิศทางการเคล่ือนที่ของชุดไมกอลฟฝกซอมวงสวิงตอไป 



 2 

3. ขอบเขตของการวิจัย 

 1. ออกแบบการควบคุมการเคล่ือนที่ของไจโรสโคปใน   แบบ 3 มิติ  

 2. ควบคุมความเร็วรอบเพื่อกําหนดทิศทางของความเร็วเชิงมุมของระบบไจโรสโคป 

แบบ 3 แกน 

 

 4. ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรบัจากการวิจัย 

 ส่ิงที่จะไดรับจากงานวจิยันี้คอื สามารถกําหนดตัวแปรในโปรแกรมเพื่อใชในการควบคุม

และกําหนดทิศทางการเคล่ือนที่ของไจโรสโคป แบบ 3 แกนเพื่อเปนแนวทางในการประยุกตสูการ

สรางชุดไมกอลฟฝกสอนวงสวิงโดยใชไจโรสโคปเปนตัวควบคุมทิศทางไมกอลฟ   ซ่ึงผูฝกหัดนั้นจะ

ไดมีการพัฒนาวงสวิงเพื่อการเลนกีฬากอลฟที่ถูกวิธีและมีวงสวิงที่สวยงาม 

 

 



บทท่ี 2 

ทฤษฎีและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
 

 ในการวจิัยคร้ังนี้ ไดศกึษาและทบทวนเอกสารงานวจิัยที่เกี่ยวของ และนําเสนอตาม

หัวขอตอไปนี ้

 

1. การทบทวนเอกสารงานวิจัยท่ีเก่ียวของ 

 Hsien-Keng Chen; & Zheng-Ming  Ge  (2004)  ไดทําการวิจัยพฤติกรรมการเคล่ือนที่

กลแบบ Two degree of freedom ของ ไจโรสโคป (Gyroscope) ที่มีการกระจายแรงส่ันสะเทือน

ซ่ึงเปนพื้นฐานที่เกี่ยวกับคุณสมบัติของการประมาณการทางดาน Numerical ซ่ึงแสดงเปนแบบไม

เปนเชิงเสนสามารถแสดงใหเห็นถึงความสมํ่าเสมอของความไมเปนระเบียบของการเคล่ือนที่จาก

พฤติกรรมเชิงคุณสมบัติของระเบียบที่ทําการศึกษาโดยหลักทางคณิตศาสตร โดยขนาดมีสวน

เกี่ยวของเปนจุดที่มีการแบงแยกของเสนขนาดซ่ึงสามารถทําการวิเคราะหสวนที่ออกจากขอบเขต

ของระบบที่กําหนดโดยใชวิธีทาง การคํานวณเชิงตัวที่ใชขอมูลตามการบันทึกของเวลาและ

ขอบเขตของระบบซ่ึงเกิดจากผลกระทบของความเร็วในการหมุนของไจโรสโคป ที่เกิดจาก

พฤติกรรมเชิงกล 

 Kasahara; & et.al. (2000)  เปนการวิเคราะหและวัดคาดวยไจโรสโคป แบบ 3 แกน   

ไดมีการพัฒนาการวัดคาของแรงและทศิทางโดยใช ไจโรสโคป มาเปนตัววดัคาของแรงและทศิทาง

โดยที่ใชวิธีการทางดานพลศาสตรซ่ึงเปนลักษณะการวดัคาทางไจโรสโคป ซ่ึงคาที่วัดไดนั้นสามารถ

ตรวจสอบไดโดยทางทฤษฏีและโดยทางการทดลองซ่ึงคาที่ไดนั้นสามารถนําไปใชวัดคาของแรงใน

แบบ 3 แกนได ในการวัดคาของแรงและทิศทางจะมีวิธีการโดยใชจานหมุน 2 อันติดตั้งอยูกับไจ

โรสโคป สําหรับ 1 แกนซ่ึงจานหมุนนั้นจะใช Servomechanisms ในขณะที่จานหมุนนั้นคาที่

ตองการนั้นจะทํามุมตามภาระของแรงที่กระทํา ในบางกรณีจะเกิดคาความผิดพลาดในการวัดซ่ึง

ตองมีการกําหนดคาตัวแปรเขามาชดเชย ซ่ึงจะทําใหคาที่วัดนั้นออกมาแมนยําข้ึน           

 Tan; & et.al. (2001) ไดทําการวิจัยและออกแบบการประมวลผลการปฏิบัติการ       

การตรวจสอบเสนทิศทางการมองเห็นที่มีการเปล่ียนแปลง โดยใชกระจกที่ทําการควบคุมดวย     

ไจโรสโคปมาเปนตัวควบคุมทิศทางของกระจกการมองของเคร่ืองบินและยานพาหนะที่ขับเคล่ือน

อยูในอากาศ  ซ่ึงการหมุนของไจโรสโคปมีคุณสมบัติทีเ่ม่ือเกิดการหมุนในแนวแกนแลวจะสามารถ

รักษาระดับในแนวแกนไวโดยที่ถามีแรงภายนอกมากระทําจะมีแรงตานซ่ึงเกิดจากการรักษาระดับ
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ในแนวแกนของไจโรสโคปซ่ึงจากคุณสมบัตินี้นํามาสูการแกปญหาในการควบคุมเคร่ืองมือการ

กําหนดทิศทางในเคร่ืองบินและพาหนะที่ขับเคล่ือนในอากาศโดยในงานวิจัยนี้จะกลาวถึงการ

ออกแบบประสิทธิภาพการควบคุมการทํางานของเสนกําหนดทิศทางการมอง แบบไมเปนเชิงเสน 

 รศ.ดร.ชิต  เหลาวัฒนา;  ดร.ถวิดา มณีวรรณ  และวรพัฒน นุกูลวุฒิโอภาส  (2543)       

ไดวิจัยหุนยนตเคล่ือนที่ไดซ่ึงกําลังไดรับการพัฒนาและวิจัยอยางมากทั้งแบบเคล่ือนที่ดวยลอและ

การเคล่ือนที่ดวยขา หุนยนตบางชนิดเปนแบบลูกผสม คือใชทั้งลอและขา ศูนยปฏิบัติการเพื่อพัฒนา

หุนยนตภาคสนาม (FIBO) มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรีไดเร่ิมดําเนินการวิจัย

ออกแบบและสรางหุนยนตแบบใหมซ่ึงใชหลักการเคล่ือนที่แบบ ไจโรสโคป ในการรักษาสมดุลและ

กําหนดทิศทางการเคล่ือนที่ทําใหสามารถเคล่ือนไหวไดอยางถูกตอง ซ่ึงหุนยนตมีโครงสรางภายนอก

เปนลอซ่ึงใชการสมดุลแบบพลวัตภายในมีไจโรสโคปหมุนดวยความเร็วสูงและทําใหเกิดการทรงตัว

ของไจโรสโคปซ่ึงสามารถควบคุมการเคล่ือนที่ของหุนยนตได 

           อัมราพร บุญประทะทอง  ศึกษาการแกปญหาดวยวิธีตรงของระบบทางพลศาสตร             

ที่เหมาะสมดวยวิธีการแกปญหาของโปรมแกรมที่ไมเปนเชิงเสน รวมกับวิธีของรุงเง–กุตตา” (The 

direct approach of general dynamic optimal control: nonlinear programming and  

Runge-Kutta method) โดยการแกปญหาการหาคาเหมาะสมที่สุดของระบบควบคุมทาง

พลศาสตร (Dynamic–optimization problem)  โดยใช Numerical integration ซ่ึงในงานวิจัยนี้ใช

วิธีของรุงเง–กุตตา (Runge–Kutta) กําหนดเปนปญหาแลวนํามาหาคําตอบดวยวิธีของการ

แกปญหาสําหรับโปรแกรมที่ไมเปนเชิงเสน โดยสรางกระบวนการหาคําตอบตามข้ันตอนบน

โปรแกรม MATLAB และติดตอผูใชไดโดยผานหนาจอรับขอมูล เพื่อใหงายตอการใชงานและเปด

กวางแกผูที่เร่ิมศึกษา Optimization กระบวนการคํานวณใชการคํานวณทาง Symbolic ประกอบ

กับ Optimization toolbox ในโปรแกรม MATLAB  

 

2. ออปติไมซเซชัน (Optimization) 

 ออปติไมซเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเคร่ืองมือทางคณิตศาสตรเพื่อหาคาที่

เหมาะสมที่สุด ซ่ึงคาเหมาะสมที่สุดนี้เปนไดทั้งคาที่ต่ําสุดหรือคาสูงสุด เปาหมายของการออปติ

ไมซเซชัน (Optimization Goal) ทําเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลงทุน พลังงาน การใช

ประโยชนและความปลอดภัยนั่นเอง กอนที่เราจะสามารถนําออปติไมซเซชัน (Optimization) ไป

ประยุกตเพื่อใชงาน เราจะตองทําการศึกษาและเขาใจในรายละเอียดเสียกอน ออปติไมซเซชัน 

(Optimization) นั้นสามารถนําไปประยุกตใชไดกับทุกสาขาวิชา แตในการคนหาคําตอบของ
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ปญหาโดยเทคนิควิธีออปติไมซเซชัน (Optimization) จําเปนที่จะตองกําหนดลักษณะของปญหา

ใหออกมาในรูปของแบบจําลองทางคณิตศาสตรเ สียกอน คือ ดีไซนวาริเอเบิล (Design 

variables), ดีไซนพารามิเตอร (Design parameters) และดีไซนฟงกชัน (Design functions) ซ่ึงมี

รายละเอียดปลีกยอยดังนี้ 

 

 2.1 ดีไซนวาริเอเบิล (Design Variables)  

  คือตัวแปรหรือส่ิงที่บอกถึงรายละเอียดของการออกแบบ ในทางคณิตศาสตรตัวแปรคือ

ตัวที่ไมทราบคาและตองทําการหาคาออกมาดีไซนวาริเอเบิลนั้นผูออกแบบจําเปนจะตองใช

ประสบการณ, ความชํานาญ,ขอกําหนดของวิธี และพื้นฐานความรูมาเปนองคประกอบการ

ตัดสินใจ หลักการและวิธีการของดีไซนวาริเอเบิล คือตองเปนลิเนียรอินดิเพนเดนท (Linear 

independent) หมายความวาดีไซนวาริเอเบิลจะไมสามารถถูกกําหนดข้ึนมาจากการใช

ความสัมพันธทางเลขคณิตได ดีไซนวาริเอเบิลสามารถมีไดหลายตัวเพื่อที่จะใหการออกแบบนั้นมี

ความสมบูรณ และกลุมดีไซนวาริเอเบิลเหลานี้จะถูกเรียกวา ดีไซนเวกเตอร (Design vector: 

matrix) และใชอักษร n แทนจํานวนใดๆ ของดีไซนวาริเอเบิลและในเทอมทางคณิตศาสตรนั้น

มักจะใชอักษร x และมีตัวเลขหอยเพื่อระบุลําดับที่ของตัวแปรของการออกแบบนั้นๆ มักมีการ

เ ขี ย น สั ญ ลั ก ษ ณ ขอ ง ดี ไ ซ น เ ว ก เ ตอ ร ห ล า ย ลัก ษ ณ ะ ดั ง นี้  คื อ  [ ]X , X  ห รื อ  x , 

[ ]Tnxxx ,...,, 21  และ nixi ,...,2,1, =  

 

 2.2 ดีไซนพารามิเตอร (Design Parameters)  

  คือส่ิงที่คงที่ไมมีการเปล่ียนแปลงในขณะที่กําลังออกแบบอยูถึงแมวาจะมีการออกแบบ

ในลักษณะที่แตกตางกัน เชน ภาระที่กระทํา คุณสมบัติของวัสดุและลักษณะรูปทรงเปนตน ดีไซน

พารามิเตอรสามารถมีไดหลายตัวเชนเดียวกับดีไซนวาริเอเบิลและเปน เวกเตอร (Vector: matrix) 

เชนกัน สามารถเขียนสัญลักษณไดคลายๆ กันดังนี้ คือ [ ]P , P  หรือ p  และ [ ]Tqppp ,...,, 21  

 

 2.3  ดีไซนฟงกชัน (Design Functions)  

  คือขอมูลสําคัญเกี่ยวกับการออกแบบโดยจะใชดีไซนวาริเอเบิลและดีไซนพารามิเตอร

มาประเมินคาและเปนตัวพิสูจนแบบจําลองทางคณิตศาสตรของปญหาการออกแบบดวย ดีไซน

ฟงกชันนี้สามารถแสดงออกมาในรูปแบบของดีไซนออปเจคทิฟวและ/หรือเง่ือนไขบังคับ (Design 

objectives and/or constraints) ซ่ึงจะเปนตัวผลักดันใหเกิดการคนหาการออกแบบที่เหมาะสม
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ข้ึนมาและตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับดวยจึงจะถือวาเปนการออกแบบที่สมบูรณและใชการได 

(Feasible) ตัวอยางเชน ตองการออกแบบใหโครงสรางมีมวลนอยที่สุดนี่ก็กลายเปนออปเจคทิฟว

ฟงกชัน (Objective function) โดยที่ความเคนในวัสดุจะตองนอยกวาความตานแรงดึงคราก 

(Yield strength) นี่ก็จะเปนคอนสเทรนทฟงกชัน (Constraint functions) ซ่ึงมีรายละเอียด

ปลีกยอยดังตอไปนี้ 

    

 2.4 รูปแบบมาตรฐานออปติไมซเซชัน (The Standard Format Optimization)  

                จากที่กลาวมานั้นเปนองคประกอบโดยทั่วไปของแบบจําลองเพื่อหาคาทางคณิตศาสตร

โดยการใชเทคนิคออปติไมซเซชัน (Optimization) และมีการเขียนในเทอมทางคณิตศาสตรได

หลายๆ แบบดังนี้ 

 

หาคานอยที่สุดของ  ( )nxxx ,...,, 21ƒ                                      (2.1)                   

โดยสอดคลองกบัเงื่อนไข: ( ) mlxxxg nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 ==    (2.2) 

     ( ) mlxxxc nl ,...,2,1 ,0,...,, 21 =≤    (2.3)  

     njxxx u
jj

l
j ,...,2,1 , =≤≤             (2.4) 

 

เขียนในลักษณะที่เปนเวกเตอรดังนี ้

 

หาคานอยที่สุดของ   ( ) [ ]nXX  ,ƒ              (2.5)     

โดยสอดคลองกบัเงื่อนไข:    ( )[ ] 0=lXg                        

 (2.6)       ( )[ ] 0≤lXc                        

 (2.7)      uplow XXX ≤≤                

 (2.8) 
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 2.5  ออปติไมซเซชันกับปญหาทางวิศวกรรม  

               ปญหาทางวิศวกรรมที่ดีไซนวาริเอเบิลไมข้ึนกับเวลาและมีการนําเอาออปติไมซเซชัน 

(Optimization) เขามาประยุกตใชงานจะเรียกกนัวา สแตติกออปติไมซเซชัน (Static optimization) 

สวนปญหาที่ข้ึนกับเวลาจะเรียกวา ไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังที่ได

กลาวมาแลวในหัวขอที่ผานมาพบวาเปาหมายของออปติไมซเซชัน (Goal of optimization) คือการ

คนหาคาที่เหมาะสมของดีไซนวาริเอเบิล (Design variables) ที่มีออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective 

function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด (Minimum or maximum) ซ่ึงมีอยูสองลักษณะคือ โกลบอล 

(Global) และโลคอล (Local)  

 

 2.5.1  กรณีนอยสุด (Minimum) 

  กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลมีนิมัม 

(Global minimum) ไดถา 

  ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≤ƒ ,...,,..., 111   (2.9)

  

เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรทีเ่พิ่มคาใหกบั [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวทําใหเกดิคาของ

ฟงกชันที่มากข้ึนกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มี

คานอยที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง (Neighborhood) แลวจะเรียกวาโลคอลมีนนิมัม 

(Local minimum)  

 

 2.5.2  กรณีมากสุด (Maximum)  

  กลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  เปนโกล บอลเม็ก

ซิมัม (Global maximum) ไดถา 

 ( ) ( )nnn hxhxxx ++ƒ≥ƒ ,...,,..., 111  (2.10)

   

เม่ือ [ ] 0 ...  21 ≠= n
T hhhh  เปนเวกเตอรที่เพิ่มคาใหกับ [ ]n

T xxxx  ...  21=  แลวก็ยังทําใหคาของ

ฟงกชันนอยกวาเดิม และกลุมของเวกเตอร [ ]n
T xxxx  ...  21=  ที่ทําใหฟงกชัน ( )nxx ,...,1ƒ  มีคา

มากที่สุดเม่ือเปรียบเทียบกับบริเวณขางเคียง(Neighborhood)แลวจะเรียกวาโลคอลเม็กซิมัม 

(Local maximum)  
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 2.6 พลศาสตรออปติไมซเซชัน (Dynamic Optimization)  

 ปญหาทางวิศวกรรมที่ตัวแปรตางๆข้ึนกับเวลาจะถูกเรียกวาพลศาสตรและมักจะใช

สมการเชิงอนุพันธมาเปนตัวแสดงระบบพลศาสตร (Dynamic systems) ดังนี้ 

                                      ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11  =ƒ=   (2.11)

  

เม่ือ t  คือเวลา (Time), ix  คือสเตตวาริเอเบิล (State variables) ตัวอยางเชน พิกัดทั่วไปหรือ

อนุพันธเวลา (Generalized coordinates or time derivatives), iu  คือคอนโทรลอินพุต (Control 

inputs) และ iƒ  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตตวาริเอเบิล (State 

variables) และคอนโทรลอินพุต (Control inputs) หากทําการกําหนดคาใหกับคอนโทรลอินพุต 

(Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1   เปนเง่ือนไขเร่ิมตน (Initial condition) เราก็จะสามารถทําการ

คํานวณวิถี (Trajectory) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) ( )txi  ไดดวยวิธีอนาไลติกหรือวิธี

เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) ได ตัวอยางเชนการเคล่ือนที่เปนเสนตรง (Rectilinear) ของ

อนุภาค (Particle) หนึ่งหนวยมวลภายใตแรงกระทําภายนอกที่ปอนให สามารถเขียนอธิบายได

ดวยสมการเชิงอนุพันธ (Differential equation) เปน ux =  เม่ือ x  คือตําแหนงของอณุภาคและ 

u  คือแรงกระทํา จะเห็นไดวาเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง (Second-order differential 

equation) แตสามารถทําการแปลงใหเปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First-order differential 

equation) ดังสมการ (2.11) ได นั่นคือให 21 xx =  และ ux =2    สําหรับระบบทางวิศวกรรมที่

แสดงไดดวยสมการ (2.11) นั้น โดยปกติแลวจะตองมีการกําหนดสภาวะเร่ิมตนเสมอ (Initial 

state) จากนั้นก็ทําการเลือกชวงเวลาใหกับคอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( ) ( )tutu m,,1   

เพื่อใหออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) เปนคานอยสุดหรือมากสุด ปญหาไดนามิกจะ

เรียกออปเจคทิฟวฟงกชัน (Objective function) วาคอสฟงกชันนอล (Cost functional) และเขียน

เปนสมการดังนี้ 

                ( ) ( ) tduuxxtLuuxxtJ f

f

t

t mnmn t ∫+Φ=
0

,,,,,,,,,,,, 1111   (2.12) 

เม่ือ 0t  คือเวลาเร่ิมตน, ft  คือเวลาสุดทาย, สวนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) ประกอบไป

ดวยสองสวน สวนแรกคือ ),,,( 1 nxxt Φ ซ่ึงจะข้ึนอยูกับเวลาสุดทาย (Final time) และสภาวะ

สุดทาย (Final state) ของระบบ สวนที่สองคือ tduuxxtLft

t mn∫
0

),,,,,,( 11   เปนสวนที่ข้ึนอยู

กับเวลาที่ผานไป (Time history) ของสเตตวาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล 
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(Control variables) โดยที่ Φ  และ L  คือนอนลิเนียรฟงกชัน (Nonlinear functions) ของสเตต

วาริเอเบิล (State variables) และคอนโทรลวาริเอเบิล (Control variables)  

 

 

 2.7  แคลคูลัสออฟวาริเอชั่น (Calculus of Variations)  

 โดยจะเร่ิมจากระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) และระบบหลายระดับ

ข้ันความเสรี (Multistage systems) ตามลําดับ สัญลักษณที่ใชแทนแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 

(Calculus of variation) ก็คือฟงกชันนอล (Functional) เขียนเปนสมการไดเปน 

 [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,,   (2.13)

  

ซ่ึงเปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) ( )tx  ใหเปนจํานวนจริง นั่นคือถา

กําหนด ( )tx  ก็จะสามารถหาคาของฟงกชันนอล (Functional) ไดโดยการใชวิธีอนาไลติกหรือวิธี

เชิงตัวเลข (Analytical or numerical) โดยที่ฟงกชันนอล (Functional) อาจจะข้ึนอยูกับหลายๆ

ฟงกชันตอเนื่อง       [ ] ( )dtxxxxxxtFxxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,,,,, 212121          (2.14) 

ฟงกชันนอล (Functional) เปนการเปล่ียนฟงกชันตอเนื่อง (Continuous functions) หลายๆ 

ฟงกชัน ก็คือ ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21   ใหเปนจํานวนจริงนัน่เอง ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 

(Calculus of variations) มาใชนั้นมีเปาหมายเดียวกันกับสแตติกออปติไมซเซชัน (Static 

optimization) นั่นก็คือ คนหาเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) สําหรับฟงกชันนอล (Functional) และการตรวจสอบวาเอ็กทรีมัม (Extremum) ที่หา

ไดเปนคานอยสุดหรือมากสุด (Sufficient conditions) ในการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 

(Calculus of variations) มาใชกับไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) จะเกี่ยวของ

กับจุดเร่ิมตนและจุดสุดทาย ซ่ึงมีไดหลายกรณี ดังรายละเอียดตอไปนี้ 

  

 2.7.1 ฟงกชันนอลของฟงกชันเดี่ยว (Functionals of a Single Function)  

  เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบข้ันความเสรีเดี่ยว (Single-stage systems) โดยมี

รายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 
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 2.7.2 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสดุทายไวคงท่ี (Fixed End Time and End 

Points)  

  ถาฟงกชัน ( )xxtF ,,  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยางตอเนื่องโดยอยู

ระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function) ( )tx  ที่ เ ป น เ อ็ก ท รี มัม  (Extremum) ของ ฟ งก ชัน น อล  (Functionals) 

[ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,,   นั่นเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปนฟงกชัน

เปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) 

[ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้นเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) อยู ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fthth  ก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) 

J∆  เปน 

 [ ] [ ] ( ) ( )[ ]dtxxtFhxhxtFxJhxJJ ft

t∫ −++=−+=∆
0

,,,,              (2.15) 

 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขชี้กําลังสูงทิ้งไป ไดการเปล่ียนแปลงเปน 

                                dth
x
Fh

x
FJ ft

t∫ 







∂
∂

+
∂
∂

=
0




δ                                                        (2.16)   

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทํา

การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts)  ก็จะพบวา 

 
0

0
tt

t

t
h

x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

f

f








∂
∂

−






∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

= ∫ 
δ           (2.17)      

                  

เม่ือเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fthth  จึงจะสอดคลอง

กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F  จะตองทําอนุพันธไดอยาง

ตอเนื่องสองคร้ัง นั่นก็หมายความวา 
x
F

dt
d

x
F

∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่อง และเม่ือ 0=Jδ  ซ่ึง

พบวา 

 0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F


                (2.18) 
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ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนาม สมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 

( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 00 xtx =  และ ( ) ff xtx =  ซ่ึงเรา

สามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ได 

   

 2.7.3.  กําหนดเวลาสุดทายคงท่ีแตจุดสดุทายแปรผันได (Fixed End Time, 

Variable End Points)  

                แตกตางกบักรณี (2.7.2) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงได เพียงแตเงื่อนไข

ขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ไมไดถูกกําหนดไวตายตวั และ ( ) ( )fthth ,0  

ก็สามารถกําหนดไดตามชอบใจ ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 

  0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F


 (2.19)

  0
0
=

∂
∂

tx
F


 (2.20)  

  0=
∂
∂

ftx
F


 (2.21)  

ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 

( )tx  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0tx  และ ( )ftx  ซ่ึงสามารถหาคา

โดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) โดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได 

   

 2.7.4 เวลาสดุทายและจุดสดุทายแปรผันได (Variable End Time and End 

Points)  

                กรณีนี้ถือไดวาเปนรูปแบบทั่วไปของปญหาทางวิศวกรรมเลยก็วาไดแตก็มีวิธีการหา

คําตอบคลายๆ กับกรณี (2.7.2) ถา ( )tx  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปน    

เอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) [ ]xJ  ถา ( )tx  ถูกเพิ่มคาดวย ( )th  ดังนั้น

ก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน 



 12 

  

[ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( )∫∫

∫

∫ ∫

++

+

+

++−+++

−++=

−++=

−+=∆

00

0

0

00 0

,,,,         

,,,,      

,,,,      

tt

t

tt

t

t

t

tt

tt

t

t

dthxhxtFdthxhxtF

dtxxtFhxhxtF

dtxxtFdthxhxtF

xJhxJJ

ff

f

f

ff f

δδ

δ

δ







               (2.22) 

 

เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปล่ียนแปลง

เปน 

                           
( )

( ) 00

0

,,       

,,

thxhxtF

thxhxtFdth
x
Fh

x
FJ

t

ft

t

t f

f

δ

δδ






++−

+++







∂
∂

+
∂
∂

= ∫          (2.23) 

เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทํา

การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 

 

  
( ) ( ) 00

0
0

,,,,        thxhxtFthxhxtF

h
x
Fh

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δ





++−+++








∂
∂

−






∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

= ∫
         (2.24) 

 

เม่ือ ( ) 00 00
txxth tt δδ −=  และ ( ) fttf txxth

ff
δδ −=  ดังนั้นเขียนสมการใหมไดเปน 

 

  

00

0
0

        tx
x
FFtx

x
FF

x
x
Fx

x
Fhdt

x
F

dt
d

x
FJ

tft

tt

t

t

f

f

f

δδ

δδδ







∂
∂

−−





∂
∂

−+








∂
∂

−






∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

= ∫








                     (2.25) 

 

เม่ือเงื่อนไขจําเปน(Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( )th , 
ftxδ , 

0t
xδ , ftδ และ 0tδ  จึง

จะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทําใหไดเง่ือนไขจําเปน(Necessary 

conditions) และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary Conditions) คือ 
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  0=
∂
∂

−
∂
∂

x
F

dt
d

x
F


              (2.26) 

  0 ,0 ,0 ,0
00
=





∂
∂

−=





∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

tttt x
x
FFx

x
FF

x
F

x
F

ff






        (2.28) 

 

ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0 และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )ftxtx ,0  สามารถคํานวณไดจากเงื่อนไข

ขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 

 

 2.8  ฟงกชันนอลของหลายฟงกชัน (Functionals of Variance Functions)  

                 เปนฟงกชันนอล (Functional) ของระบบหลายระดับข้ันความเสรี (Multistage systems) 

โดยมีรายละเอียดของจุดสุดทายและเวลาสุดทายหลายลักษณะดังนี้ คือ 

   

 2.8.1 กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวคงท่ี (Fixed End Times and End 

Points)  

  ถาฟงกชัน ( )nn xxxxtF  ,,,,, 11  สามารถทําอนุพันธอันดับหนึ่งและสองไดอยาง

ตอเนื่องโดยอยูระหวางชวงเวลา fttt ≤≤0  และสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ก็จะเปนการกําหนดการคนหาคาของฟงกชัน

เปาประสงค (Desire function) ( ) nitxi ,,1, =  ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functionals) [ ] ( )dtxxtFxJ ft

t∫= 0

,,   นั่นเอง ซ่ึงมีวิธีการทําไดดังนี้ คือ เรากําหนดให ( )tx  เปน

ฟงกชันเปาประสงค (Desire function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functionals) คือ 

  [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111                         (2.28) 

 

ถา  ( ) nitxi ,,1, =   ถูกเพิ่มคาดวย  ( ) nithi ,,1, =  และเพื่อใหยังคงสอดคลองกับเง่ือนไข

ขอบเขต (Boundary Conditions) ดังนั้น ( ) ( ) 00 == fii thth  ก็จะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชัน

นอล (Functional) J∆  เปน 
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[ ] [ ]
( )
( )

dt
xxxxtF

hxhxhxhxtF

xxJhxhxJJ

ft

t
nn

nnnn

nnn

∫ 








−
++++

=

−++=∆

0 ,,,,,,
,,,,,,

      

,,,,

11

1111

111







                 (2.29) 

 

ใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor Series) และตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไปก็จะไดการเปล่ียนแปลงเปน 

  dth
x
Fh

x
FJ ft

t

n

i
i

i
i

i
∫ ∑

=








∂
∂

+
∂
∂

=
0 1




δ           (2.30) 

 

เม่ือ Jδ   เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป ดังนั้นเม่ือทํา

การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 

  ∑∫ ∑
==









∂
∂

−
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∂
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∂
∂
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∂
∂
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i
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i
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ii

h
x
Fh

x
Fdth

x
F
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d

x
FJ

f

f

11
0

0 
δ  (2.31) 

 

เม่ือเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) ก็คือ 0=Jδ  ที่ ( ) ( ) 00 == fii thth จึงจะสอดคลอง

กับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) และกําหนดไวอีกวา F จะตองทําอนุพันธไดอยาง

ตอเนื่องสองคร้ังนั่นก็หมายความวา 
ii x

F
dt
d

x
F

∂
∂

−
∂
∂  เปนฟงกชันที่ตอเนื่องและเม่ือ 0=Jδ  ดังนั้น

พบวา 

  ni
x
F

dt
d

x
F

ii

,,1 ,0 


==
∂
∂

−
∂
∂

       (2.32)  

ซ่ึงสมการนี้เปนที่รูจักกันในนามสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ 

( )txi  สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( ) 10 ii xtx =  และ ( ) 2ifi xtx =  ซ่ึง

เราสามารถทําการหาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี 

(Euler-Cauchy) ได 

   

 2.8.2 กําหนดเวลาสุดทายไวคงท่ีแตจุดสดุทายแปรผันได(Fixed End Time and 

Variable End Points)  

                  แตกตางกับกรณี (2.8.1) เพียงแคจุดสุดทายเทานั้น ดังนั้นจึงใชสมการของหัวขอ 

(2.8.1) ได เพียงแตเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ไมไดถูกกําหนด

ไวตายตัว และ ( ) ( )fii thth ,0  จึงสามารถกําหนดไดตามการใชงาน ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน 

(Necessary condition) เปน 
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ซ่ึงสมการนี้เรียกวาสมการของออยเลอร (Euler’s equation) ซ่ึงจะทําใหผลเฉลยของ ( )txi  

สอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ( )0txi  และ ( )fi tx  ซ่ึงเราสามารถทําการ

หาคาโดยใชความรูทางแคลคูลัส (Calculus) หาคาไดโดยวิธีออยเลอร-ควอชี (Euler-Cauchy) ได

เชนกัน 

   

 2.8.3 เวลาสุดทายและจุดสดุทายแปรผันได (Variable End Time and End 

Points)  

                 กรณีนีเ้ปนรูปแบบทัว่ไปที่ใชเปนเงื่อนไขหลักในการแกปญหาทางวิศวกรรมแตก็มี

วิธีการหาคําตอบใกลเคยีง กับกรณี (2.8.1) ถา ( ) nitxi ,,1 , =  เปนฟงกชันเปาประสงค (Desire 

function) ที่เปนเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล (Functionals) ],,[ 1 nxxJ   ถา ( )txi  ถูก

เพิ่มคาดวย ( )thi  ดังนัน้กจ็ะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันนอล (Functional) J∆  เปน 
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เม่ือใชอนุกรมเทยเลอร (Taylor series) และตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป จะไดการเปล่ียนแปลง

เปน 
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เม่ือ Jδ  เปนคาโดยประมาณของ J∆   เนื่องจากไดตัดเทอมที่มีเลขช้ีกําลังสูงทิ้งไป  ดังนั้นเม่ือทํา

การอินทิเกรดบายพาส (Integrating by parts) สมการก็จะพบวา 
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เม่ือ ( ) 00 00
txxth titii δδ −=  และ ( ) ftitifi txxth

ff
δδ −=  ดังนั้นสมการจะเปน 
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เม่ือ 0=Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 

conditions) ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) เปน 
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และมีเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) เปน 
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ซ่ึงจุดสุดทายที่ ftt ,0  และคาของฟงกชันที่จุดสุดทาย ( ) ( )fii txtx ,0  สามารถคํานวณไดจาก

เงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) ทั้ง 4 นี้นั่นเอง 

  

 2.9 ฟงกชันนอลมีเงื่อนไขบังคับ  (Functionals with Constraints)   

               เปนฟงกชันนอล (Functional) ที่มีเงื่อนไขบังคับเขามาเกี่ยวของดวยซ่ึงอาจจะเปนไดทั้ง

อีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) และอินอีควอลิตีคอนสเทรนท (Inequality 

constraints) ในที่นี้จะกลาวถึงเฉพาะวิธีลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier)  
 

 2.9.1 ฟงกชันคอนสเทรนท (Function Constraints)  

                พิจารณาฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ   ซ่ึงจะตองเกี่ยวของหรือสอดคลองกับ

ฟงกชันอีควอลิตีคอนสเทรนท (Equality constraints) mjxxxxtg nnj ,...,1 ,0),...,,,...,,( 11 ==  

และ nm <  เสมอ เม่ือเราใชเทคนิควิธีการแบบลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็

จะไดฟงกชันนอลใหมเปน 
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เม่ือ ( )tjλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) และ ∑
=

+=′
m

j
jj gFF

1
λ ซ่ึงจะเปน 

F  ตัวใหมของเนคเซสเซอรีคอนดิซัน (Necessary conditions) เพื่อใชสําหรับเอ็กทรีมัม 

(Extremum) ของฟงกชันนอล (Functional) นั่นเอง โดยจะนําไปใชกับลักษณะของเวลาและจุด

สุดทายทั้งสามแบบดังที่กลาวมาแลว นั่นก็คือ กําหนดจุดสุดทายและเวลาสุดทายไวตายตัว 

(Fixed end time and end points), กําหนดเวลาสุดทายไวตายตวัแตจุดสุดทายแปรผันได (Fixed 

end time, variable end points) และเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time 

and end points) ซ่ึงกระทําไดเพียงแคเปล่ียนจาก F  เปน F ′  ก็สามารถทําการหาเนคเซสเซอรี

คอนดิซัน (Necessary conditions) ซ่ึง 0=′Jδ ไดเชนกัน โดยที่ 0=jg  ก็ทําใหสามารถเอ็กท

รีมัม (Extremum) ได 
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 2.9.2 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับท่ีจุดสดุทาย (End Point Function Value Constraints)                                                                                       

 เอ็กทรีมัมของฟงกชันนอล (Functional) ],,[ 1 nxxJ   ซ่ึงฟงกชัน )( fi tx  จะตอง

สอดคลองกับเงื่อนไขบังคับ (Constraints) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0),...,,( 1 ==  ณ เวลาสุดทาย การ

หาผลเฉลยของปญหานี้จะสามารถทําการเขียนฟงกชันนอล (Functional) ใหมไดเปน 

 [ ] ( ) ∑∫
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,,,,,,,, υ           (2.44) 

เม่ือ kυ  คือคาคงตัวลากรานซมัลติไพลเออร (Constant Lagrange multiplier) ทําใหสามารถ

ดัดแปลงสมการไดเปน 
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          (2.45) 

 

เม่ือเงื่อนไขจําเปน (Necessary condition) ก็คือ 0=′Jδ  ที่ ( )thi , 
ftixδ , 

0tixδ , ftδ และ 0tδ  

จึงจะสอดคลองกับเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) จะไดเนคเซสเซอรีคอนดิซัน 

(Necessary conditions) เปน 
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โดยที่ 0=ks  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได (Feasible) และมีเงื่อนไขขอบเขตเปน 
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 2.9.3 ฟงกชันเง่ือนไขบังคับท่ัวไป (General Constraints)  

 จากหัวขอ (2.9.1 และ 2.9.2) เราสามารถเอ็กทรีมัม (Extremum) ของฟงกชันนอล 

(Functional) [ ] ( )dtxxxxtFxxJ ft

t nnn ∫=
0

,,,,,,,, 111   ไดโดยที่ฟงกชัน ( )txi  สอดคลองกับ
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ฟงก ชัน อีคว อลิตี คอนสเท รนท  (Equality constraints) ( ) 0,...,,,...,, 11 =nnj xxxxtg   

เม่ือ mj ,...,1 = โดย nm <  เสมอ และสอดคลองกับเงื่อนไขบังคับที่จุดสุดทาย (End point 

constraints) ( ) pkxxts
ftnk ,...,1 ,0,...,, 1 ==  โดย mp <  เสมอ ดังนั้นเม่ือใชเทคนิควิธีลาก

รานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ก็จะไดฟงกชันนอล (Functional) ใหมเปน 
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เม่ือ ( )tjλ  และ kυ   คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multiplier) ดังนั้นหากกรณีปญหา

เปนแบบเวลาสุดทายและจุดสุดทายแปรผันได (Variable end time and end points) ก็จะ

สามารถดัดแปลงสมการไดเปน 
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        (2.49)     

 เม่ือ ∑
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λ                                                                         (2.50) 

 

ทําใหไดเงื่อนไขจําเปน (Necessary conditions) สําหรับเอ็กทรีมัม (Extremum) ดังนี้ 
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โดยที่ mjg j ,,1,0 ==  และ pksk ,,1,0 ==  จึงจะทําใหไดคําตอบที่เปนที่ยอมรับได 

 

 2.10 การแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชันดวยแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล 

(Calculus of Variation with Dynamic Optimization)  

 จากที่กลาวมาแลวในสวนของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variation) นั้น

พบวามีประโยชนอยางมากกับการนํามาแกปญหาทางดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic 

optimization) ดังนั้นตอไปนี้เราจะมาดูวิธีการนําเอาแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of 

variation) มาใชแกปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) ดังนี้ 
 

 2.10.1 เวลาสุดทายถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed Final Time)  

  ลักษณะเชนนี้ถือวาเปนลักษณะทีถ่ือวาธรรมดาทั่วไปแตตองเปนระบบที่เขาขายดังนี้คือ 

มีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost Functional) ดัง

สมการ (2.12), เวลาเร่ิมตนและเวลาสุดทายคือ 0t  และ ft  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed end 

time) และระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว ( ) ( )fn txtx ,,01   ตามลําดับ ตัวอยางเชน รถไฟที่วิ่งระหวาง

เมืองสองเมืองที่มีกําหนดเวลาออกและเวลาถึงสถานีไวตายตัวแลว ซ่ึงออปเจคทิฟวฟงกชัน 

(Objective function) อาจจะเปนการส้ินเปลืองพลังงานเช้ือเพลิงที่นอยที่สุดก็ได ซ่ึงเราจะกลาวถึง

ลักษณะของปญหาที่พบในงานดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะ

ดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัว , สภาวะสุดทาย 

( ) ( )fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัวแตมีเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรล

วาริเอเบิลและสเตตวาริเอเบิล (Control variables and state variables) ตองสอดคลองกับ

เงื่อนไขบังคับตลอดเวลา  
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 2.10.2 เวลาสุดทายแปรผัน (Variable Final Time)  

  ลักษณะเชนนี้มีลักษณะคลายกับหัวขอ (2.7.4) เพียงแตที่เวลาสุดทาย ft  แปรผันได 

แตตองมีรูปแบบการระบุปญหาโดยสมการ (2.11), มีลักษณะของคอสฟงกชันนอล (Cost 

functional) ดังสมการ (2.12), เวลาเร่ิมตนคือ 0t  ถูกกําหนดไวตายตัว (Fixed start time) แตเวลา

สุดทาย ft  มีการแปรผัน (Variable end time) และมีการระบุสภาวะเร่ิมตนไวแลว 

( ) ( )fn txtx ,,01   ตามลําดับ เชน การแขงรถเปนตน จะกลาวถึงลักษณะของปญหาที่พบในงาน

ดานไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 3 ลักษณะดวยกัน คือ สภาวะสุดทาย 

( ) ( )fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวตายตัว, สภาวะสุดทาย ( ) ( )fnf txtx ,,1   ถูกกําหนดไวใหเปนไป

ตามเงื่อนไขบังคับ (Constraints) และสุดทายคือคอนโทรลวาริเอเบลิและสเตตวาริเอเบิล (Control 

variables and state variables) ตองสอดคลองกับเง่ือนไขบังคับตลอดเวลาการเคล่ือนที่ ดัง

รายละเอียดตอไปนี้ 

 2.10.3 สภาวะสดุทายถูกกําหนดไวตายตัว (Final States are Prescribed)  

 ปญหานี้มีฟงกชันนอล (Functional) เปน 
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 เม่ือ 
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           (2.54) 

เม่ือ ( )tiλ  คือลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange Multipliers) ดวยการกําหนดเวลาและสภาวะ

เร่ิมตน รวมทั้งระบุสภาวะสุดทายไว ดงันั้นจะพบการเปล่ียนแปลงของฟงกชันดังนี ้
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เม่ือเราทําการประเมินคาแตละสวนในสมการ ก็จะทําใหเราสามารถหาเงื่อนไขจําเปน (Necessary 

Conditions) ไดดังนี ้

 nj
xx

L n

i j

i
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j ,,1 ,

1
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∂
Φ∂ ∑
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n

i
iiL

t
λ       

ผลเฉลยของสภาวะ (States) ( )tx j , ลากรานซมัลติไพลเออร (Lagrange multipliers) ( )tjλ  

(บางคร้ังเรียกโคสเตต (Costates)), คอนโทรลอินพุต (Control inputs) ( )tuk  และเวลาสุดทาย ft  

สามารถหาคาไดโดยการใชสเตตอีเควชัน (State equations) คือสมการ (2.11) จํานวน n  สมการ, 

โคสเตตอีเควชัน (Costate equations) คือสมการ (2.56) จํานวน n  สมการ และเอดดิชันนอลอี

เควชันคือสมการ (2.56) จํานวน m  สมการและสมการเงื่อนไขขอบเขต (Boundary conditions) 

คือสมการ (2.56) ทําใหมีสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่ง (First order different equations) อยู

จํานวน n2  สมการ และมีสมการสามัญ (Ordinary equations) จํานวน 1+m  สมการ ในการหา

ผลเฉลยนี้มีความจําเปนตองมีการกําหนดเง่ือนไขขอบเขต (Boundary conditions) จํานวน n2  

เงื่อนไข และตองกําหนดสภาวะที่เวลา 0t  และ ft  ดวย  
 

 2.11 สรุปเกีย่วกับไดนามิกออปติไมซเซชัน(Dynamic Optimization Conclusion) 

  ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) มีจุดเร่ิมตนจากสมการการ

เคล่ือนที่ก็คือ ∑ == xmmaF   แตในการแกปญหาดวยโปรแกรมคอมพิวเตอรนั้นไมสะดวกถา

สมการมีรูปแบบเปนสมการกําลังสองดังกลาว ดังนั้นจึงนิยมจัดรูปสมการเปนกําลังหนึ่งคือ 

21 xx =  และ mFx ∑=2  ดังสมการ (2.11) คือ 

 

 ( ) nituuxxx mnii ,,1 ,,,,,,, 11  =ƒ=                                (2.57) 

 

ปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) นั้น จะมีการกําหนดเงื่อนไขเร่ิมตนและ

เง่ือนไขขอบเขตเสมอ (Initial and boundary conditions) และอาจจะมีการเพิ่มเง่ือนไขบังคับ 

(Constraints) เขาไปดวย แลวจึงกําหนดคอสฟงกชันนอล (Cost functional) วาตองการคานอย

สุดหรือมากสุด ดังนี้ 
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,,,,,,,,, 111            (2.58) 

 

โดยที่คอสฟงกชันนอล (Cost functional) มีสองสวนก็คือ ( )
ftnxxt ,,, 1 Φ  ซ่ึงเรียกวา 

เทอรมินอลเทอม (Terminal term) และ ( ) tduuxxtLft

t mn∫
0

,,,,,, 11   ซ่ึงเรียกวา อินทิกรัล

เทอม  (Integral term) ซ่ึงหากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1

2  จะเรียกวาปญหาพลังงานนอยสุด (Minimum 

energy), หากกําหนด ∑
=

=
m

i
iuL

1
 จะเรียกวาปญหาเช้ือเพลิงนอยสุด (Minimum fuel), หาก

กําหนด ft=Φ  จะเรียกวาปญหาเวลานอยสุด (Minimum time) และหากกําหนด ( )ftx2=Φ  จะ

เรียกวาปญหาความเร็วสูงสุด (Maximum velocity) เปนตน ซ่ึง Φ  และ L  จะเรียกวา สภาวะของ

ปญหา (State of the problem) และสามารถแกปญหาไดดวยเทคนิคทางตัวเลข (Numerical 

techniques) มีสองลักษณะใหญคือ วิธีไดเรคท (Direct methods) และวิธีอินไดเรคท (Indirect 

methods) โดยอาศัยหลักการของแคลคูลัสออฟวาริเอเบิล (Calculus of variations) ทําให

สามารถเขียนคอสฟงกชันนอล (Cost functional) โดยทั่วไปที่มีลากรานซมัลติไพลเออร 

(Lagrange multiplier) lυ , iλ  และ iµ  เขามาเกี่ยวของไดดังนี้คือ 
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เม่ือ 
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                                  (2.60) 

 สมการดังกลาวนี้นําไปใชกับปญหาไดนามิกออปติไมซเซชัน (Dynamic optimization) 

ไดทุกปญหา เพราะไดรวมเอาเงื่อนไขบังคับเชิงเทากับและเชิงเปรียบเทียบ (Equality and 

inequality constraints) เขาไวดวยกันแลว เพียงแคตัดเทอมที่ไมมีในปญหานั้นๆ ออกก็จะไดรูป

สมการตามโจทยของปญหานั้นๆ นั่นเอง 
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 2.12 ความเร็วเชิงมมุ (Angular Velocity) 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.1 แสดงการเคล่ือนที่ของความเร็วเชิงมุม 

 

 กําหนดให 321 ,, bbb ตามกฎมือขวาซ่ึงตั้งฉากซ่ึงกันและกันกําหนดหนวยของเวกเตอร

วัตถุ B เคล่ือนที่โดยอางอิงเฟรม A  ความเร็วเชิงมุม B ในเฟรม A  กําหนดการแทนคาเปน BAω ซ่ึง

เขียนสมการไดดังนี้ 

 

ปริมาณเวกเตอรเขียนอยูในรูป  ω  

 2
1

31
3

23
2

1 b
dt
db

bb
dt
db

bb
dt
dB

b
AAA

BA ⋅+⋅+⋅∆ω                                     (2.61) 

 

และลดรูปของสมการในแบบสมการ Differential 

 213132321 bbbbbbbbbBA ⋅+⋅+⋅∆
•••

ω    

 211313121 bbbbbbbbbBA ⋅×+⋅×=× ω                                 (2.62) 

 2121331 bbbbbbbBA ⋅+⋅−=× ω                  

 

 Differentiation เทียบกับเวลา  111 =⋅bb  และ 013 =⋅bb  จะไดวา 

 011 =⋅bb    3113 bbbb ⋅−=⋅                                      (2.63) 

 

และเขียนสมการใหมได 

 3132121111 bbbbbbbbbbBA ⋅+⋅+⋅=× ω                    (2.64) 

 

2b


 

3b


 

1b


 

3a  

2a  

1a  

Rigid body 
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แตในสมการของกฎมือขวาสามารถเขียนใหอยูในรูปสมการของ 

           11 bbBA =×ω         22 bbBA =×ω           33 bbBA =×ω             (2.65) 

 

และเวกเตอรใดๆในเฟรม B กําหนดให β เปน ความเร็วเชิงมุมเขียนสมการได 

           332211 bbb ββββ ++=  

          321 ,, βββ  คงที ่

          332211 bbb  ββββ ++=                                                                  (2.66) 

          332211 bbb BABABA ×+×+×= ωβωβωββ  

          βωβββω ×=++×= BABA bbb )( 332211  

 

 2.12.1 รูปแบบของปริมาณความเร็วเชิงมมุ(Simple Angular Velocity) 

              ในที่นี้จะกลาวถึงเฟรมของไจโรสโคป (Gyroscope) ซ่ึงจากรูปมี 4 เฟรม คือ A,B,C,D 

สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบของปริมาณความเร็วเชิงมุมไดดังนี้ 

          bqBA
1=ω                                                                                      (2.67) 

          cqCB
2=ω                    (2.68) 

          dqDC
3−=ω        (2.79) 

 

 2.12.2  ความเรงเชิงมุม  (Angular Acceleration) 

               ความเรงเชิงมุมสามารถทําใหอยูในรูปของ BAα  ซ่ึงหมายความวาความเรงของวัตถุ B

อางอิงจากเฟรม A  

 โดยที่    

 dt
d

dt
d BABBAA

BA ωωα ==                                                       (2.70) 

 แต     

 
DCCBBADA αααα ++≠                                            (2.71) 

 สามารถเขียนสมการได 

 21
1 kqAA =ω                                                                                      (2.72) 

 72
2 kqAA =ω                                                                                  (2.73) 

 33
2 kqBA =ω                                                                                   (2.74) 
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 )( 2211 BAAAAA
A

BA

dt
d ωωωα ++=                                                 (2.75) 

           )( 337221 kqkqkq
dt
dA

 ++=                                                                (2.76) 

 

 2.2.12.3 ฟงกชันเง่ือนไขของรูปแบบ(Configuration Constraints) 

              Rheonomic     0),,,,...,,,( 111 =tzyxzyxf nnn   คือฟงกชันเงื่อนไขที่ข้ึนกับเวลา 

โดยที่   
 

 01 =⋅ zbP


, 02 =⋅ zbP


                                                                       (2.77) 
 

              Scleronomic    0),,,...,,,( 111 =nnn zyxzyxf     คือ constraints ที่ไมข้ึนกับเวลา 

โดยที่   

  LPP =− 12


                                                                                     (2.78) 

 

 

 2.12.4 รูปแบบสถานะท่ัวไป(Generalized Coordinates) 

 สมการฟงกเงื่อนไขแบบฮารโลโนมิค (Holonomic constraint equation) 

 

               Mvn −∆3               (2.79) 

 

 โดยที่    n = holonomic constraints 

                          v =จํานวน degree of freedom                                                       

   M =เง่ือนไขบังคับ 

 



บทท่ี 3 

วิธีดําเนินการวิจัย 
 

 ในการวจิัยคร้ังนี้ ผูวจิัยไดดําเนินการตามข้ันตอนดังนี ้

1. การกําหนดปญหา (State of the problem) 

2. การแกปญหาเชิงตวัเลข (Numerical methods) 

 

1. การกําหนดปญหา (State of the Problem) 

ในการออกแบบการเคล่ือนที่ของไจโรสโคปนั้นจะทําการกําหนดและทําการเก็บคาการ

เคล่ือนที่ของวงสวิงตนแบบ ซ่ึงทําการคัดเลือกจากวงสวงิของนักกอลฟที่มีวงสวิงที่สวย ตีไดระยะที่

ไกลและทิศทางที่ตรงเปาหมายมาเปนตนแบบในการเคล่ือนที่ของไจโรสโคปโดยทําการเขียน

โปรแกรมซ่ึงนําไปใชกับชุดฝกซอมวงสวิงเพื่อ ทําการกําหนดเสนทางการเคล่ือนที่ของไมกอลฟ

(Constraint Path) จากส่ิงที่ไดกําหนดมานั้นปญหาที่จะเกิดข้ึนตามมาคือขอบเขต(Boundary)ที่

เกิดจากจุดเร่ิมตนและจุดส้ินสุด ( Two Point Boundary Value Problem) โดยจะตองทําการ

แกปญหาแบบ DAE (Differential Algebra Equation) โดยทีตองกําหนดสมการข้ึนมาเพื่อ

แกปญหาโดยที่กําหนดให 

  

               dtTTTJ
ft

t

)( 2
3

2
2

2
1

0

++= ∫                                (3.1) 

 

จากรูปแบบสมการซ่ึงจัดใหอยูในรูปแบบของสมการออปติไมซเซชัน (Optimization Equation) 

โดยที่ Functional  J = คาพลังงานของระบบที่ใชนอยที่สุด (minimum energy)ออปติไมซเซชัน 

(Optimization)เปนตัวกําหนดความเร็วการหมุนของไจโรสโคปทั้ง 3 แกนซ่ึงจะทําการควบคุมคา

แรงบิด (Torque)  ในชวงเวลาและทิศทางที่เหมาะสมในการควบคุมตําแหนงของเวลา ณ จุดใดๆ 

ในทางตรงกันขามในกรณีที่มีแรงมากระทําในทิศทางที่นอกเหนือทิศทางที่กําหนดหรือในชวงเวลา

ที่ไมเหมาะสมซ่ึงทําใหไจโรสโคปไมอยูในตําแหนงที่กําหนดไวนั้นจะทําใหเกิดแรงตานจาก

แนวแกนซ่ึงเปนคาแรงบิด (Torque) ของไจโรสโคป 
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2. การแกปญหาเชิงตัวเลข (Numerical Methods) 

ทําการหาคาแรงบิดในตําแหนงตางๆของ 332211 ,, xxx TTT ในแตละแกนของทิศทางการ

เคล่ือนที่ของไจโรสโคปโดยใชสมการของEuler’s Dynamic Equation 

 

1101 xTHCA =++


ψθθ                                                                                             (3.2) 

2202 yTHCB =−+


θψψ                                                                                       (3.3) 

3311123
2

2
2

1 sin}cossin)({)sinsco( zx TTDDCDDC −−=−++++ ψϕψψψϕψψ


    (3.4) 
 

                                    
รูปที่ 3.1 แสดงการเคล่ือนที่ของGyroscope ในแนวแกน X,Y,Z 

 

โดยสามารถกําหนดตัวแปรตางๆดังนี้ 

 A  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน OX                            กําหนดใหมีคา     =     1 

 B  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน OY                            กําหนดใหมีคา     =     1 

 C  =  moment of inertia ที่อยูในแนวแกน  OZ                           กําหนดใหมีคา     =     1 

 1C  =  คา Viscous friction coefficient ของ OX                         กําหนดใหมีคา     =     1          

 2C =  คา Viscous friction coefficient ของ OY                         กําหนดใหมีคา     =     1 

 3C  =  คา Viscous friction coefficient ของ OZ                         กําหนดใหมีคา     =     1 

 1D =  คา Moment of innertia ที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตั้ง    กําหนดใหมีคา     =     1 

 2D  =  คา Moment of innertiaที่เกิดจากคา Gimbal  ในแนวตัง้     กําหนดใหมีคา    =      1 

 0H =  spin angular momentum ของ Gyro-rotor ที่จุด center    กําหนดใหมีคา    =     1 

 11xT , 22xT , 33xT  = คา แรงบิด(Torque) ในแนวแกน         
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 จากแนวคิดและรูปแบบของปญหาของสมการ Euler’s Dynamic Equation 

ผูทําการวิจัยไดทําการเปล่ียนแปลงสมการ Euler’s Dynamic Equation แตคงไวซ่ึงพื้นฐานของ

สมการเดิมโดยที่ทําการปรับเปล่ียนเพื่อใหเหมาะสมกับการใชงานทางในรูปของสมการออปติไมซ

เซชัน (Optimization Equation) เพื่อทําการวิเคราะหและคํานวณหาคาของทิศทางและตําแหนง

ของวงสวิง  ซ่ึงจากที่กลาวมาผูวิจัยไดทําการเปล่ียนรูปแบบของสมการใหมไดดังนี้  โดยกําหนดให  

                         θ=1x                                                                               (3.5) 

                         ψ=2x                                                                               (3.6) 

                      φ=3x                                                                                (3.7) 

                  41 xx =                                                                               (3.8) 

                  52 xx =                                                                              (3.9) 

                     63 xx =                                             (3.10) 

                       (3.11)    

                            (3.12) 

 

                       
))(sin2(

)cos()sin()sin(

2
2

6225321
6 x

xxxxTxT
x

+
−−

=                      (3.13) 

 

จากสมการ(3.2) (3.3) (3.4) ผูวิจัยไดทําการเปล่ียนรูปใหอยูในสมการที่ใชในออปติไมซเซชัน 

(Optimization Equation)โดยข้ันตอนตอไปเม่ือไดคา  321 ,, TTT  ซ่ึงเปนคาแรงบิดของมอเตอร

จากนั้นผูวิจัยทําการกําหนดใหอยูในรูปของปญหาทาง Optimization โดยคอสฟงกชันนอล (Cost 

Functional) คือ J เปนคาพลังงานของระบบที่ใชนอยที่สุด (minimum energy)  

 

                   ∫ ++=
ft

t

dtTTTJ
0

)( 2
3

2
2

2
1                                                (3.14) 

 

 ft  =  ขอมูลของเวลาการตีของนักกอลฟ 

 0t  =  จุดเร่ิมตนของวงสวิงกําหนดใหเร่ิมจากจุดที่ไมอยูกับลูกกอลฟ 

  โดยผูวิจัยจะทําการหามุมทั้ง 3 ได )(,, tγβα  โดยที่ใชหลักการของเวกเตอร   

 

 จาก   kjiv


321 ννν ++=     (3.15) 

514 xTx −=

425 xTx −=



 30 

ซ่ึงแสดงถึงทิศทางของแรงรวมและทําการเปล่ียนรูปของสมการโดยใหอยูในรูปของขนาดของ

เวกเตอร 

         2
3

2
2

2
1 νννν ++=     (3.16) 

 

ผูวิจัยทําการแทนคาแรงบิดใหอยูในรูปแบบของเวกเตอรเพื่อทําการหาทิศทางการเคล่ือนที่ของไจ

โรสโคปโดยทําการกําหนดคาของเวกเตอรแรงบิดรวม 123 TTTTtot


++= ดังนี้ 

 

 kTT


11 =      (3.17) 

 

 jTkTiTT


21112 sincos +−= ψψ     (3.18) 

 

iTkTjTkTjTiTT


322111123 sincossin)sin(cos)sin(cos +++−−= φφφψφψψ     (3.19) 

 

kTTjTTiTTTtot


)sinsinsin()cossincos()cos( 121231 φψφφψφψ −+−++=     (3.20) 

 

แทนคามุมดวยคา 321 ,, xxx ที่กําหนดไว θ=1x ,  ψ=2x ,  φ=3x  

 
kxxTxT

jxxTxTiTxTTtot




))sin()sin()sin((

))cos()sin()cos(())cos((

32132

32132321

−+

−++=
           (3.21) 

 

ทําการเปล่ียนรูปของสมการเพื่อทําการหามุมทั้ง 3 โดยทําการแกสมการเพื่อหามุม  γβα ,,  

ซ่ึงก็คื อมุม φψθ ,, ของสมการนั่น เอง  โ ดยกําหนดให เปน เงื่ อน ไขบังคับ  (Function 

Constraints) 

axisX ⇒=
ν
ν

α 1cos                               











= −

ν
ν

α 11cos     (3.22) 

axisY ⇒=
ν
ν

β 2cos                               











= −

ν
ν

β 21cos                                   (3.23) 

axisZ ⇒=
ν
ν

γ 3cos                                 











= −

ν
ν

γ 31cos                                  (3.24) 

 

2
32132

2
32132

2
321

321

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
)cos(cos

xxTxTxxTxTTxT
TxT

−+−++

+
=α       (3.25) 
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2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))cos()sin()cos((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=β          (3.26) 

 

2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))sin()sin()sin((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=γ       (3.27) 

 

 



บทท่ี 4 

การออกแบบวิธีการทดลอง 

 

 ในการออกแบบการทดลองจะตองกําหนดวงสวงิและขนาดไมกอลฟที่จะนํามาใชในการ

ทดลองและทําการกําหนดคาที่มีความสําคัญตอการคํานวณ  การกําหนดรูปแบบของวงสวิงนั้น

ผูทําการทดลองไดนําโปรแกรม Swing  Maker มาใชในการทดลองโดยรูปแบบของโปรแกรมนั้น

เปนวงสวิงมาตรฐานและสมบูรณแบบทั้งขนาดของไมที่มีหลายขนาดจากนั้นผูทําการทดลองจะได

ทําการกําหนดตําแหนงความเร็วของวงสวิงและทําการวัดคาองศาที่ตําแหนงตางๆจากนั้นผูทําการ

ทดลองจะไดนําคาที่ไดนั้นมาทําการคํานวณทางคณิตศาสตรโดยใชโปรแกรม MATLAB 5.3 

เพื่อใหไดคาแรงบิดที่จะนํามาใชกับไจโรสโคปเพื่อนํามาควบคุมไมกอลฟในตําแหนงตางๆ โดยทํา

การจัดลําดับการทดลองดังนี้ 

 

1. การกําหนดรปูแบบของวงสวิง 

 ผูทําการทดลองไดทําการกําหนดการใชโปรแกรมที่จะใชทําการทดลองคือ  Swing  

Maker เพื่อทําการกําหนดขนาดของไมกอลฟโดยใชหัวไมหนึ่งและเหล็กเกาเพื่อนํามากําหนด

ตําแหนงทิศทางและองศาโดยทําการกําหนดจากทิศทางการมองจากดานหนา ดานขาง และ

ดานบน ดังรูปตัวอยาง                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่4.1 แสดงรูปตวัอยางวงสวิงดานหลัง 
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รูปที ่4.2 แสดงรูปตวัอยางวงสวิงดานขาง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่4.3 แสดงรูปตวัอยางวงสวิงดานบน 
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2. การกําหนดตําแหนงการเคล่ือนท่ี 

  จากการเคล่ือนที่ของวงสวิงจากโปรแกรม Swing Maker ผูทําการทดลองไดทําการ

กําหนดตําแหนงโดยทําการจับเวลาการเคล่ือนที่ของวงสวิงในแตละดานโดยแบงเปนที่ 0 วินาที,5

วินาที 10 วินาที,12 วินาที,14วินาที ตามลําดับโดยทําการวัดองศาของวงสวิงจากโปรแกรม Swing 

Maker Deluxe ที่ทําการปรับคาความเร็วของวงสวิงมาที่ตําแหนงชาสุด 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 4.4 แสดงรูปการปรับความเร็ววงสวิงของโปรแกรม Swing Maker 

 

  เม่ือทําการปรับความเร็วของวงสวิงแลวข้ันตอนผูทําการทดลองจึงทําการเก็บขอมูลโดย

การเก็บรูปของวงสวิงจากโปรแกรมในแตละดานและในแตละตําแหนงของเวลาตามที่ผูทําการ

ทดลองไดกําหนดไวแลวในขางตนตอไป 
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3. การวัดองศาและวิธีการวัดคา 

     ผูทําการทดลองไดกําหนดตัวอยางการทดลองไวคือ เหล็ก 9 โดยทําการวัดองศาจาก

ตําแหนงตางๆ ที่ไดกลาวมาขางตนโดยใชการวัดคาจากโปรแกรม CAD 3D เนื่องจากผูทําการ

ทดลองทําการวัดคาดานขาง และดานบน และนําคาองศาทั้ง 2 ดานมาทําการหาคาดานหลังโดย

ใชโปรแกรม CAD 3D โดยในแตละตัวอยางมีดังตอไปนี้    

 

 การทดลองท่ีใชเหล็ก 9 (Iron 9)  

 ทําการกําหนดเสน ทางการเคล่ือนที่ของไมกอลฟ(Constraint Path) 

 

 

                                                                                     

 

                                                                                     

 

 

 

 

 

รูปที ่4.5  แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที่ 0 วินาทวีดัองศา ในระนาบ YZ =25.39 องศา 

 

 

 

                                                                                     

 

                                                                                    

 

 

 

รูปที ่4.6  แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที่ 0 วินาทวีดัองศา ในระนาบ YX =2.68 องศา 
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รูปที ่4.7 แสดงตําแหนงที่ 1 ชวงเวลาที่ 0 วินาทีวดัองศา ในระนาบ ZX =354.37 องศา 

 

 

 

                                                                                  

                                                                                    

 

 

 

 

รูปที ่4.8  แสดงตําแหนงที่ 2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีดัองศา ในระนาบ YZ =305.24 องศา 

 

 

 

                                                                                   

 

                                                                                    

 

 

 

รูปที ่4.9  แสดงตําแหนงที่ 2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีดัองศา ในระนาบ YX =352.5 องศา 
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รูปที่ 4.10  แสดงตําแหนงที่ 2 ชวงเวลาที่ 5 วินาทวีัดองศา ในระนาบ ZX =5.3 องศา 

 

 

 

 

 

                                                                                    

 

                                                                                     

 

รูปที ่4.11  แสดงตําแหนงที่ 3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YZ =344.8 องศา 

                                                                                   

 

 

                                                                                    

 

 

 

 

 

รูปที ่4.12  แสดงตําแหนงที่ 3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YX =344.47 องศา 
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รูปที ่4.13  แสดงตําแหนงที่ 3 ชวงเวลาที่ 10 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ ZX =45.78 องศา 
 

 

 

 

 

                                                                                   

 

                                                                                     

 

 

รูปที ่4.14  แสดงตําแหนงที่ 4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YZ =321.3 องศา 
 

 

 

 

 

                                                                                   

 

                                                                                    

 
 

รูปที ่4.15  แสดงตําแหนงที่ 4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YX =294.4องศา 
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รูปที ่4.16  แสดงตําแหนงที่ 4 ชวงเวลาที่ 12 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ ZX =70 องศา 

 

 

 

 

                                                                                   

 

                                                                                   

 

                                                                                           

รูปที ่4.17  แสดงตําแหนงที่ 5 ชวงเวลาที่ 14 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YZ =18.82 องศา  

                                                                      

 

 

 

                                                                                   

 

                                                                                    

 

 

รูปที่ 4.18  แสดงตําแหนงที่ 5 ชวงเวลาที่ 14 วนิาทวีัดองศา ในระนาบ YX =274.8 องศา 
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รูปที ่4.19 แสดงตําแหนงที่ 5 ชวงเวลาที่ 14 วินาทวีัดองศา ในระนาบ ZX =91.64 องศา 

  

 จากรูปที่ 4.5 – 4.19 ซ่ึงแสดงถึงตําแหนงขององศาในเวลาที่แตกตางกันในแตละดาน

ทางผูทําการวิจยัไดทําการสรุปเปนตารางเพื่อใหงายตอการนําไปใชงาน 

 

ตารางที่ 4.1  แสดงคาองศาในดานหลัง (Back view), ดานขาง (Side view), ดานบน (Top view) 

 

                        

 

 

 

 

 

ตําแหนง 

หัวขอ 

เวลา 

วินาท ี

องศา 

ดานหลัง(θ ) ดานขาง(ψ ) ดานบน(φ ) 

1 0 25.39 2.68 354.37 

2 5 305.24 352.5 5.3 

3 10 344.8 344.47 45.78 

4 12 321.3 294.4 70 

5 14 18.82 274.8 91.64 
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4.  ผลการทดลอง 

 
 

รูปที ่22  กราฟแสดงการเคล่ือนที่ของวงสวิงดานบน, ดานขาง, ดานหลัง 

 

 ทําการกําหนดขอบเขต(Boundary condition) ของสมการ 

 4431.0)( 01 =tx  เรเดียน     (4.1)                    

 0468.0)( 02 =tx  เรเดียน                                                                           (4.2)       

          1849.6)( 03 =tx  เรเดียน                                                                           (4.3)       

          0)( 04 =tx                                                                                                 (4.4)       

          0)( 05 =tx                               (4.5)                               

          0)( 06 =tx                        (4.6)                                 
 

ทําการหาทิศทางของการเคล่ือนที่ของไจโรสโคปโดยทําการหาเวกเตอรรวมโดยใชคาของ 321 ,, TTT  

ซ่ึงเปนคาแรงบิดของมอเตอรในแนวแกนทีไ่ดจากโปรแกรมนํามาแทนในเงื่อนไขบังคบั (Function 

Constraints) 

 kTT


11 =                  (4.7)       

jTkTiTT


21112 sincos +−= ψψ                 (4.8)       

ดานบน 

ดานหลัง 

ดานขาง 

อง
ศา

 (เ
รเ

ดีย
น)

 

เวลา  ( t ) 
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iTkTjTkTjTiTT


322111123 sincossin)sin(cos)sin(cos +++−−= φφφψφψψ   (4.9)       

kTTjTTiTTTtot


)sinsinsin()cossincos()cos( 121231 φψφφψφψ −+−++=   (4.10)       

kxxTxT

jxxTxTiTxTTtot




))sin()sin()sin((

))cos()sin()cos(())cos((

32132

32132321

−+

−++=
             (4.11)       

 

จาก   kjiv


321 ννν ++=  

        2
3

2
2

2
1 νννν ++=                (4.12)       

 

ทําการแกสมการเพื่อหามุม  γβα ,,  

 

 axisX ⇒=
ν
ν

α 1cos             











= −

ν
ν

α 11cos           (4.13)       

 axisY ⇒=
ν
ν

β 2cos           











= −

ν
ν

β 21cos              (4.14)       

 axisZ ⇒=
ν
ν

γ 3cos             











= −

ν
ν

γ 31cos           (4.15)       

 

2
32132

2
32132

2
321

321

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
)cos(cos

xxTxTxxTxTTxT
TxT

−+−++

+
=α      (4.16)       

 

2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))cos()sin()cos((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=β         (4.17)       

 

2
32132

2
32132

2
321

32132

))sin()sin()sin(())cos()sin()cos(())cos((
))sin()sin()sin((cos

xxTxTxxTxTTxT
xxTxT

−+−++

−
=γ      (4.18)       

 

จากคาองศาทีไ่ดจากการวัดนํามาทําการใสลงในสมการPolynomialเพื่อหาคาทีต่องการคือ 

321 ,, TTT  

แทนคามุมดวยคา 321 ,, xxx ที่กําหนดไว θ=1x ,  ψ=2x ,  φ=3x  

นําคาองศาที่ไดแทนกลับไปในภาพประกอบ 4.20 

 θ=1x                                                                                                      (4.19) 

  432
1 0041.01283.01958.13282.44431.0 ttttx −+−+=                        (4.20)  
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  ψ=2x                                                                            (4.21) 

 432
2 0006.00105.00716.0767.10468.0 ttttx +−−+=     (4.22) 

  φ=3x                  (4.23) 

 432
3 0006.00274.04374.07987.21849.6 ttttx +−+−=   (4.24) 

 41 xx =                 (4.25) 

 32
4 0164.03849.03916.23282.4 tttx −+−=     (4.26) 

 2
4 0492.07698.03916.2 ttx −+−=       (4.27) 

 52 xx =                 (4.28) 

 32
5 0024.00315.01432.0767.1 tttx +−−=      (4.29) 

 2
5 0072.0063.01432.0 ttx +−−=       (4.30) 

 63 xx =                  (4.31) 

 32
6 0024.00822.08748.07987.2 tttx +−+−=     (4.32) 

 2
6 0072.01644.08748.0 ttx +−=       (4.33) 

 514 xTx −=                  (4.34) 

 32
1 0024.00807.06266.06246.0 tttT +−+−=     (4.35) 

625 xTx −=                  (4.36) 

 32
2 0024.0075.08118.09419.2 tttT +−+−=     (4.37) 

 

               (4.38) 

 

 

                 (4.39)       

 

จากสมการทีก่ลาวมาขางตนผูวิจยัไดทําการใชโปรแกรมทาํการคํานวณหาคา 321 ,, TTT  

ซ่ึงอยูในรูปของกราฟดังตอไปนี ้

))(sin2(
)cos()sin()sin(
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−
+
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รูปที่ 23   กราฟแสดงคา  321 ,, TTT    ท่ีออกจากโปรแกรม 

 

 
 

รูปที ่24  กราฟแสดงการเคล่ือนท่ีของวงสวิงท่ีออกจากโปรแกรม 

แกน X 

แกน Z 

แก
น
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