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In this research, we study the distributional solutions of nth-order differential equation 
of the form 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

where , 2v n∈ ≥�  and x  is a real variable. These solutions are obtained in the form 
of infinite series of the Dirac delta functions and its derivatives. We employ this solution 
to observe their interesting features. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 
1. ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

       ทฤษฎีดิสทริบิวชัน (Distribution Theory) แตกอนมีชื่อเรียกอีกอยางวา ทฤษฎีของฟงกชัน
วางนัยท่ัวไป (theory of the generalized function) ตัวอยางดิสทริบิวชันท่ีรูจักกันเปนอยางดี ก็
คือ ฟงกชันไดแรคเดลตา (Dirac delta function) ท่ีพอล ไดแรค (Paul A. M. Dirac) นักฟสิกสชาว
อังกฤษเปนคนนิยามข้ึนมาซ่ึงถูกนําไปใชอยางกวางขวางในสาขาตางๆโดยเฉพาะอยางยิ่งสาขาฟสิกส
และวิศวกรรมไฟฟา  

       ทฤษฎีดิสทริบิวชันนอกจากไดถูกนําไปใชและไปประยุกตใชในสาขาฟสิกสและสาขา
วิศวกรรมศาสตรแลวทฤษฎีดิสทริบิวชันยังไดรับความสนใจอยางแพรหลายในหลายแขนงของสาขา
คณิตศาสตรมาชานานเพราะการศึกษาทฤษฎีดิสทริบิวชันไดเปนการเปดพ้ืนท่ีใหมของการวิจัยทาง
คณิตศาสตรซ่ึงเปนแรงกระตุนและผลักดันใหเกิดการพัฒนาทางวิชาการหลายแขนงทางสาขา
คณิตศาสตร เชน สมการเชิงอนุพันธสามัญ สมการเชิงอนุพันธยอย แคลคูลัสเชิงคํานวณ ทฤษฎีการ
แปลงและการวิเคราะหเชิงฟงกชัน และโครงขายคอมพิวเตอร เปนตน 

        ในการศึกษาหาผลเฉลยของสมการเบสเซล 

                         ( )2 2 2( ) ( ) ( ) 0x y x xy x x v y x′′ + + − =  

เราทราบวาผลเฉลยจะอยูในรูปของผลเฉลยแบบฉบับ (classical solution) นั่นคือ  
( ), ( )v vJ x J x−  เม่ือv  ไมเปนจํานวนเต็มและ ( ), ( )v vJ x Y x  เม่ือ v  เปนจํานวนเต็ม ตางก็เปน

ผลเฉลยของสมการเบสเซล แตแทท่ีจริงแลวผลเฉลยของสมการดังกลาวยังสามารถเขียนในรูปของผล
เฉลยเชิงดิสทริบิวชัน (distributional solution) ไดอีกดวย 

        พิจารณาการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential equation)  
Ly τ=  

โดยท่ีตัวดําเนินการเชิงอนุพันธ L  นิยามดังนี้ 
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โดยท่ี ( )ma x เปนฟงกชันของตัวแปร x  และ τ  เปนดิสทริบิวชัน เราพบวาดิสทริบิวชัน y  เปน

ผลเฉลยของสมการขางตนถาสําหรับทุกฟงกชันคาทดสอบ ϕ  แลวจะไดวา 

                                            , ,Ly ϕ τ ϕ=  

และผลเฉลย y  ของสมการเชิงอนุพันธสามัญสามารถจําแนกไดดังนี้ คือ 
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1. ถาผลเฉลย y  เปนฟงกชันปรับเรียบ (smooth function) แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลย

แบบฉบับ (classical solution) 
2. ถาผลเฉลย y  ไมเปนฟงกชันปรับเรียบ แตสอดคลองกับการดําเนินการทางดิสทริบิวชัน  นั่น

คือสอดคลองกับ , ,Ly ϕ τ ϕ=  แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลยแบบออน (weak solution) 

3. ถาผลเฉลย y  เปนดิสทริบิวชันเอกฐาน (singular distribution) และสอดคลองกับขอ 2.  

แลวจะเรียก y  วาเปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน (distributional solution) 

นอกจากนี้ผลเฉลยท้ังหมดเราเรียกวา ผลเฉลยวางนัยท่ัวไป (generalized solutions) 
          การหาผลเฉลยของสมการเบสเซลท่ีเปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันนั้นไดมีการศึกษาแลวใน [11] 
โดยกําหนดใหผลเฉลยอยูในรูปของอนุกรมอนันต  

                         ( )

0
( )n

n
n

y a xδ
∞

=

=∑  

โดยท่ี na  เปนสัมประสิทธิ์ และ ( ) ( )n xδ  เปนอนุพันธอันดับ n   ของฟงกชันไดแรคเดลตา (Dirac 

delta function) แลวใชวิธีการดําเนินการทางดิสทริบิวชันหาผลเฉลย ซ่ึงไดผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน
สองผลเฉลยท่ีอยูในรูปของอนุกรมอนันตของฟงกชันไดแรคเดลตาและอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดล
ตา นอกจากนี้ถาเรากําหนดคา v  เปนคาท่ีเหมาะสม แลวจะไดผลเฉลยท่ีเปนอนุกรมจํากัดซ่ึงเปน
รูปแบบท่ีสวยงามและนาสนใจเปนอยางยิ่ง 

      ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                 ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

โดยท่ี , 2v n∈ ≥�   โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และผลเฉลยท่ีไดก็ยังคงเปน
ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจเชนกัน 

       การศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบส
เซล นอกจากจะนําไปประยุกตใชเก่ียวของกับทฤษฎีทางฟสิกสและวิศวกรรมศาสตร (Mathematical 
physics and Mathematical Engineering) ดังท่ีไดกลาวมาขางตน แลวยังสามารถนําไปประยุกตใช
ไดในหลายๆแขนงวิชา  เชน  Approximation Theory, Probability Theory, Optimization 
Theory, Operator theory, Quantum filed เปนตน ดังนั้นนักคณิตศาสตรจึงไดศึกษาและวิจัยใน
แขนงดังกลาวกันอยางตอเนื่อง เพราะในการคิดคนทฤษฎีเพ่ือหาองคความรูใหม ๆ นั้นนับวามี
ประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการและการพัฒนาประเทศ ซ่ึงเปนท่ียอมรับวาทฤษฎีและองค
ความรูใหมๆท่ีเกิดจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิงวิชาการ
ในสาขาและแขนงตางๆแลว บางครั้งยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอ่ืนๆ และเปนพ้ืนฐานสําคัญใน
การพัฒนาทางวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (Basic Science) อีกดวย อันถือเปนพ้ืนฐานในการพัฒนา
ประเทศชาติตอไป  

     ดังนั้นการศึกษาทฤษฎีและสมบัติตาง ๆ ของผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล ดังกลาวขางตน   จะกอใหเกิดทฤษฎีและองคความรูใหมๆท่ี
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คาดวาจะไดรับอาจแบงเปนสองแนวทางใหญๆ คือ ทฤษฎีและองคความรูใหมๆเก่ียวกับการหาเฉลย
เชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซลและการนําเฉลยท่ีไดไป
ประยุกตใชกับสาขาวิชาอ่ืนๆ ตอไป ซ่ึงเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญในการพัฒนาวิชาการในสาขาวิชาท่ี
เก่ียวของอันจะเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาประเทศตอไป 
 
2. วัตถุประสงคของโครงการวิจัย 
     2.1 คิดคนทฤษฎีและองคความรูใหมๆ เก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง 

อนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล 

     2.2 นําทฤษฎีและองคความรูใหมๆ เก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง 

อนุพันธอันดับ n  ท่ีไดไปประยุกตใชกับสมการรูปแบบตางๆ 

3. ขอบเขตของโครงการวิจัย 
        ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ

อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                 ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

โดยท่ี , 2v n∈ ≥�   โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และผลเฉลยท่ีไดก็ยังคงเปน
ผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจเชนกัน 
 
4. ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 
  4.1 ไดความรูและทฤษฎีใหมๆท่ีเก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ี 

        สัมพันธกับสมการเบสเซล 

  4.2 ประยุกตใชผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีไดกับสมการรูปแบตางๆ 

  4.3 ผลงานตีพิมพในระดับนานาชาติเพ่ือเปนการเผยแพรผลงานและชื่อเสียงของนักคณิตศาสตรไทย 
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บทที่ 2  
วรรณกรรมและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

           กอนท่ีจะมีการสรางทฤษฎีดิสทริบิวชันข้ึน ดิสทริบิวชันไดถูกนําไปใชและถูกอางอิงถึงบอย ๆ 
โดยนักฟสิกสและนักวิศวกร ตัวอยางเชน ฟงกชันไดแรคเดลตา และอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดลตา 
ทฤษฎีดิสทริบิวชันถูกสรางข้ึนครั้งแรก โดย S. L. Sobolev [21] ในป ค.ศ. 1936 ซ่ึงไดแนะนํานิยาม 
และระบบของดิสทริบิวชัน และตอมาไดถูกพัฒนาทางดานทฤษฎีโดย L. Schwartz [20] และแตง
เปนหนังสือ ถูกเผยแพรในป 1950 และ 1951 หลังจากนั้นก็ไดมีการศึกษาทฤษฎีและสมบัติตางๆ 
มากมายของดิสทริบิวชันตามมา ตัวอยางเชน ในป 1961  H. J. Bremermann และ L. Durand [1] 
ไดศึกษาเก่ียวกับการแปลงฟูเรียรของดิสทริบิวชัน  C. F. Rehberge [10.19] ไดนําเอาทฤษฎีดิสทริ
บิวชันท่ีศึกษามาไปประยุกตใชเก่ียวกับวิศวกรรมไฟฟา ในป 1962 J. Mikusinski [17] และ A. 
Erdelyi [5] ไดศึกษาเก่ียวกับแคลคูลัส และการดําเนินการตาง ๆ ของดิสทริบิวชัน  R. Courant [3] 
ไดนําเอาทฤษฎีดิสทริบิวชันไปชวยในการหาผลเฉยของสมการเชิงอนุพันธยอยและไดมีการนิยามและ
หาผลคูณระหวางดิสทริบิวชันสองดิสทริบิวชันข้ึนมาโดย J. Mikusinski [16]  
           หลังจากนั้นในป ค.ศ. 1964 ก็ไดมีการศึกษาการหาผลการแปลงฟูเรียร ลักษณะเฉพาะ 
ของดิสทริบิวชันและอัลตราดิสทริบิวชัน ซ่ึงเปนสวนของทฤษฎีข้ันสูงของทฤษฎีดิสทริบิวชัน โดยสอง
นักคณิตศาสตรชาวรัสเซีย คือ I. M. Gelfand และ G. E. Shilov [6]  ในสวนของการหาผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธนั้น เราทราบวาเม่ือไมนานมานี้ไดมีการพิจารณาศึกษาปญหาการมีผลเฉลยของ
สมการเชิงอนุพันธสามัญในปริภูมิของฟงกชันวางนัยท่ัวไปและการประยุกตใชวิธีการทางทฤษฎีดิสทริ
บิวชันในการศึกษาทางดานฟสิกสเชิงคณิตศาสตร ทฤษฎีของอนุพันธยอย พลศาสตรควอนตัม 
แคลคูลัสเชิงการดําเนินการ และการวิเคราะหเชิงฟงกชัน  
           ในปจจุบันการวิจัยทางดานสมการเชิงอนุพันธสามัญยังมีการพัฒนาไมเพียงพอและมี
ขอจํากัดในการหาผลเฉลยสําหรับสมการอันดับสองหรือระบบท่ีมีอันดับสูงข้ึนเปนท่ีรูกันดีวาระบบเอก
พันธุเชิงเสนปกติของสมการเชิงอนุพันธท่ีมีสัมประสิทธิ์ปรับเรียบอนันตจะไมมีผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชัน 
แตอยางไรก็ตามผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันสามารถจะปรากฏไดในกรณีท่ีสมการมีสัมประสิทธิ์เปนเอก
ฐาน  ตัวอยางเชน สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหนึ่ง  

                                                2 2 0dyx y
dx

− =  

ท่ี 0x =  จะอยูในภาวะเอกฐานท่ีจําเปนของสมการขางตน และมีผลเฉลยคืออนุกรมอนันต 

                                             
( )
1 ( )

0

2 ( )
! 1 !

n n

n

xy
n n

δ+∞

=

=
+∑  

แมวาอนุกรมอนันตขางตนจะไมนิยามดิสทริบิวชัน แต Kim และ Kwon [12] ไดแสดงแลววาอนุกรม
ดังกลาวนิยามฟงกชันเกิน (hyperfunction) ในป ค.ศ.1982 Wiener [22] ไดศึกษาสมการเชิง
อนุพันธท่ีมีสัมประสิทธเปนเอกฐานแบบตางๆ และไดหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง
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อนุพันธดังกลาวดวย ตอมา Wiener และ Shah [26] ไดศึกษางานวิจัยเก่ียวกับผลเฉลยเชิงดิสทริบิว
ชันรวมท้ังศึกษาความสัมพันธระหวางผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันและผลเฉลยท้ังหมด (entire solution) 
ของสมการอนุพันธเชิงเสนสามัญเชิงเสน 
             ในป ค.ศ.1987 Littlejohn และ Kanwal [15] ไดศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของ 
สมการเชิงอนุพันธไฮเพอรจีออเมตริก ซ่ึงผลเฉลยท่ีไดจะอยูในรูปแบบอนุกรมอนันตของฟงกชันไดแรค
เดลตาและอนุพันธของฟงกชันไดแรคเดลตา  นอกจากนี้สําหรับการศึกษาผลเฉลยท่ีอยูในรูปแบบ
อนุกรมอนันตของฟงกชันเดลตาและอนุพันธของสมการเชิงอนุพันธสามัญสามารถศึกษาไดจากผลงาน
ของ Morton และ Krall [18], Krall [13], Littlejohn [14], Wiener และ Cooke [2,24,25] และ 
Hernandez-Estrada [6] เม่ือไมนานมานี้ Intason และ Nonlaopon [8] ไดศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริ
บิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 

                 ( )( ) ( 1) ( 2) ( 3)( ) ( ) ( ) ( ) 0n n n nxy x p q y x xy x py x− − −+ + − − =  

โดยท่ี , , 3p q n∈ ≥�  และ x  เปนตัวแปรจริงใดๆ ซ่ึงเปนการขยายแนวความคิดของ Kamke [9] 

ท่ีศึกษาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับ 3และผลเฉลยท่ีไดก็เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันเชนกัน 
ในการศึกษาวิจัยครั้งนี้ จะเปนการศึกษาหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 
อันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล  

                         ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =  

เม่ือ , 2v n∈ ≥� โดยการศึกษาวิจัยนี้จะเปนการขยายแนวความคิดจากสมการเบสเซลซ่ึงเปน
การศึกษาสมการเชิงอนุพันธอันดับ 2 เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับ n และผลเฉลยท่ีไดก็ยังเปนผล
เฉลยเชิงดิสทริบิวชันท่ีมีความนาสนใจ 
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บทที่ 3  
วิธีการดําเนินงานวิจัย 

วิธีการดําเนินงานวิจัยมี 5 ข้ันตอนดังตอไปนี้ 
1. ศึกษาหาความรูเก่ียวกับการนิยามและทฤษฎีบทตาง ๆของผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิง

อนุพันธอันดับ n จากเอกสารท่ีเก่ียวของเพ่ือเปนแนวทางในการศึกษาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของ

สมการเชิงอนุพันธอันดับ n  ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซลตอไป 

2. คนควาหาเอกสาร ตํารา วารสาร และ เอกสารสิ่งพิมพท่ีเก่ียวของกับงานวิจัยท่ีกําลังดําเนินการ

วิจัยอยูจากตางๆ  

3. โดยการอาศัยความรูพ้ืนฐานท่ีไดจากการศึกษาตามระเบียบวิธีตามขอ 1 – 2 และประสบการณท่ี

ไดจากการแลกเปลี่ยนความคิดเห็นและปรึกษากับนักวิจัยชาวตางประเทศท่ีมีความเชี่ยวชาญดานการ

หาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  และหาแนวทางในการคิดคนทฤษฎีใหมๆ

ท่ีเก่ียวกับการหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล

ตามวัตถุประสงคท่ีกําหนดไวในหัวขอ 1 – 2 

4.  สรางและพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับการหาผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n  

ท่ีสัมพันธกับสมการเบสเซล 

5. สรุปผล เตรียมเอกสารสําหรับการตีพิมพ และเขียนรายงานการวิจัย 
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บทที ่4  
ผลการทดลองและการวิเคราะหผล 

 

ทฤษฎีบท 1. สมมติให ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
w x a xδ

∞

=

=∑  เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันอันดับ n  ของ

สมการเชิงอนุพันธ 

                       ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =              (1)  

โดยท่ี 0, 2, 0p n b≥ ≥ > และ x  เปนตัวแปรจริง แลว 

( )i  ถา 2n =  จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑      (2)  

และ 

                ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑             (3)  

     ( )ii  ถา 3n =  จะไดวา 

                 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑              (4)  

    ( )iii ถา 4n =  จะไดวา 

                                                        ( ) 0w x ≡                                        (5)  

พิสูจน ข้ันแรกจะประยุกตใชแนวคิดพ้ืนฐานของทฤษฎีดิสทริบิวชัน คือ ใชฟงกชันคาทดสอบ 

( ) ( )x Dφ ∈   พิจารณา 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2) ,n n nx y xy x v y φ− −+ + −  

                          ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2), , ,n n nx y xy x v yφ φ φ− −= + + −         (6)  

ในท่ีนี้ 

( )( ) ( )( )2 ( ) ( ) 2 2, , 1 ,
nnn nx y y x y xφ φ φ= = −  

                                 ( ) ( )( ) 2 ( ) ( 1) ( 2)1 , 2 1n n n ny x nx n nφ φ φ− −= − + + −       (7)             
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                ( )( ) ( )1 ( 1)( 1) ( 1), , 1 ,n nn nxy y x y xφ φ φ− −− −= = −  

                                 ( ) ( )( 1) ( 1) ( 2)1 , 1n n ny x nφ φ− − −= − + −                       (8.)  

และ 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( 2)22 2 ( 2) ( 2) 2 2 2 2, , 1 ,
nnn nx v y y x v y x vφ φ φ
−−− −− = − = − −                  

( ) ( ) ( ) ( )( )( 2) 2 2 ( 2) ( 3) ( 4)1 , 2 2 2 3n n n ny x v n x n nφ φ φ− − − −= − − + − + − −   (9)  

ตอไป จะแทนอนุกรม ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
y x a xδ

∞

=

=∑  ในทางขวามือของ (7)  ถึง (9)  จะไดวา      

                        ( ) ( )( ) ( ) ( )22

0
, 1 ,n k n

k
k

x y a k n k n xφ δ φ
∞

+ −

=

= + + −∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
, 1 ,n k n

k
k

xy a k n xφ δ φ
∞

− + −

=

= − + −∑  

และ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 42 2

0
, 1 2 2 2 3 ,n k n

k
k

x v y a k k n k n n xφ δ φ
∞

− + −

=

− = − + − + − −  ∑

                                  ( ) ( )22

0
,k n

k
k

a v xδ φ
∞

+ −

=

− ∑  

แทนคาใน (6) จะได 

( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2) ,n n nx y xy x v y φ− −+ + −  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2
2

0
1 1 1 ,k n

k k
k

a k n v k n v a k n k n xδ φ
∞

+ −
+

=

= + − − + − + + + + −  ∑
   ( )( ) ( ) ( )( ) ( )4 3

0 12 3 2 1 ,n na n n a n nδ δ φ− −+ − − + − −                            (10)  

จาก (10)  ทําใหไดวา ถา ( )y x  เปนผลเฉลยของ (1)  ดังนั้นสําหรับ 0,1,2,...,k =  จะได

ความสัมพันธเวียนเกิด 

      ( )( ) ( )( )21 1 1 0k ka k n v k n v a k n k n++ − − + − + + + + − =               (11)  

เพ่ือท่ีจะหาสัมประสิทธิ์ 2ka +  เราจะพิจารณาท้ัง 3  กรณีดังตอไปนี้ 

กรณี 1. ถา 3n > แลว ( )( )2 3 0n n− − ≠  และ ( )( )2 1 0n n− − ≠  ดังนั้น 

                  
( )( )

( )( )2

1 1
1k k

k n v k n v
a a

k n k n+

+ − − + − +
= −

+ + −
                              (12)  
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แตเนื่องจาก 0 0a =  และ 1 0a =  เราพบวา 2 0ka + =  สําหรับทุกๆ 0k ≥  ดังนั้น ( ) 0y x =  

กรณี 2. ถา 2n = แลว 0 0a ≠ และ 1 0a ≠  จะไดความสัมพันธเวียนเกิด 

                       
( )( )

( )( )2

1 1
2 1k k

k v k v
a a

k k+

+ − + +
= −

+ +
                                    (13)  

จากความสัมพันธเวียนเกิด (13)  พิจารณา 

 
( )( )

2 0

1 1
1 2
v v

a a
− +

= −
⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )

4 2 0

3 3 1 3 1 3
3 4 1 2 3 4
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )( )( )

6 4 0

5 5 1 3 5 1 3 5
5 6 1 2 3 4 5 6
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
2 0

1 3 2 1 1 3 2 1
1

1 2 3 2
r

r
v v r v v v r v

a a
r

− − ⋅ ⋅ ⋅ − − + + ⋅ ⋅ ⋅ − +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅



 

      ( )
( ) ( )

( )
1 1

0

2 1 2 1
1

2 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− − − +
= −

∏ ∏
 

ในทํานองเดียวกัน 

( )( )
3 1

2 2
2 3
v v

a a
− +

= −
⋅

 

( )( ) ( )( )( )( )
5 3 1

4 4 2 4 2 4
4 5 2 3 4 5
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( )( ) ( )( )( )( )( )( )
7 5 1

6 6 2 4 6 2 4 6
6 7 2 3 4 5 6 7
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )2 1 1

2 4 2 2 4 2
1

2 3 4 2 1
r

r
v v r v v v r v

a a
r+

− − ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

4

 

       ( )
( ) ( )

( )
1 1

1

2 2
1

2 1 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− +
= −

+

∏ ∏
 

ดังนั้นจะไดผลเฉลย 
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        ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑          (14)  

และ 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                         (15)  

กรณี 3. ถา 3n = แลว 0 0a ≠ และ 1 0a = เราจะไดความสัมพันธเวียนเกิด 

                        
( )( )

( )( )2

2 2
3 2k r

k v k v
a a

k k+

+ − + +
= −

+ +
                                (16)  

จากความสัมพันธเวียนเกิด (16)  เราจะพิจารณา 

 
( )( )

2 0

2 2
3 2
v v

a a
− +

= −
⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )

4 2 0

4 4 2 4 2 4
5 4 5 4 3 2
v v v v v v

a a a
− + − − + +

= − =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 
( )( ) ( )( )( )( )( )( )

6 4 0

6 6 2 4 6 2 4 6
7 6 7 6 5 4 3 2
v v v v v v v v

a a a
− + − − − + + +

= − = −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )2 0

2 4 2 2 4 2
1

1 2 3 2 1
r

r
v v r v v v r v

a a
r

− − ⋅ ⋅ ⋅ − + + ⋅ ⋅ ⋅ +
= −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

4

 

     ( )
( ) ( )

( )
1 1

0

2 2
1

2 1 !

r r

r j j

j v j v
a

r
= =

− +
= −

+

∏ ∏
 

ดังนั้นจะไดผลเฉลย 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
y x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                            (17)  

บทแทรก 1. กําหนดให m  เปนจํานวนเต็มท่ีไมใชจํานวนลบ แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการ

เชิงอนุพันธ 

              ( )( )22 '' ' 2( ) ( ) 1 ( ) 0x y x xy x x m y x+ + − + =                     (18)  
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จะอยูในรูป 

                   ( ) ( )
( )

( ) ( )
[ ]/2

2

0

!
4 ! 2 !

m
m k

k
k

m k
y x C x

k m k
δ −

=

−
=

−∑                      (19)  

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 

บทแทรก 2. ให q  เปนจํานวนเต็มบวกค่ี แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 

            ( )( )22 ''' '' 2( ) ( ) 1 '( ) 0x y x xy x x q y x+ − + + =                    (20)  

จะอยูในรูป 

                     ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

2 2 1

0

!
4 ! 2 !

q

q k
k

k

q k
y x C x

k q k
δ

−

− +

=

−
=

−∑                (21)  

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 

ตัวอยาง 1. ถา 1b =  จะไดสมการ (1)  เปนสมการเบสเซล 

1. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

                ( )2 '' ' 2 1 0x y xy x y+ + − =                                 (22)  

จาก (2.) จะไดผลเฉลยคือ ( )0 0y a xδ=  

2. สําหรับ 2p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                 ( )2 '' ' 2 4 0x y xy x y+ + − =                              (23)  

จาก (2.) จะไดผลเฉลยคือ ( )'
1 0y a xδ=  

3. สําหรับ 3p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                 ( )2 '' ' 2 9 0x y xy x y+ + − =                             (24)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2 2
2

0

2 !
4 ! 2 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( )

( ) ( )( )

''
0

''
0

14
4

4

a x x

a x x

δ δ

δ δ

 = + 
 

= +
 

 
4. สําหรับ 1p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                     ( )2 '' ' 2 16 0x y xy x y+ + − =                            (25)  
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จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

3 2
3

0

3 !
4 ! 3 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( )

( ) ( )( )

' '''
1

' '''
1

12
2

2

a x x

a x x

δ δ

δ δ

 = + 
 

= +
 

5. สําหรับ 1p =  สมการ (1)  จะไดวา 

                    ( )2 '' ' 2 25 0x y xy x y+ + − =                               (26)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

4 2
4

0

4 !
4 ! 4 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

        
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

4''
0

4''
0

1 316
16 4

12 16

a x x x

a x x x

δ δ δ

δ δ δ

 = + + 
 

= + +
 

6. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

               ( )2 '' ' 2 36 0x y xy x y+ + − =                               (27)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

5 2
5

0

5 !
4 ! 5 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5' '''
1

5' '''
1

16 3
3 16

16 16
3 3

a x x x

a x x x

δ δ δ

δ δ δ

 = + + 
 

 = + + 
 

 

7. สําหรับ 1p =  สมการ (1.)  จะไดวา 

                           ( )2 '' ' 2 49 0x y xy x y+ + − =                            (28)  

จาก (2)จะไดผลเฉลยคือ 

                        ( ) ( )
( )

( ) ( )
3

6 2
6

0

6 !
4 ! 6 2 !

k
k

k

k
y x C x

k k
δ −

=

−
=

−∑  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

4 6''
0

4 6''
0

1 3 564
64 8 4

24 80 64

a x x x x

a x x x x

δ δ δ δ

δ δ δ δ

 = + + + 
 

= + + +
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บทที ่5  
สรุปผลงานวิจัยและขอเสนอแนะ 

ทฤษฎีบท 1. สมมติให ( ) ( ) ( )
0

k
k

k
w x a xδ

∞

=

=∑  เปนผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันอันดับ n  ของ

สมการเชิงอนุพันธ 

                       ( )2 ( ) ( 1) 2 2 ( 2)( ) ( ) ( ) 0n n nx y x xy x x v y x− −+ + − =               

โดยท่ี 0, 2, 0p n b≥ ≥ > และ x  เปนตัวแปรจริง แลว 

( )i  ถา 2n =  จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

1 0
0

1 2 1 2 1

2 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − − − +
=

∏ ∏
∑       

และ 

                ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )2 11 1

2 1
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
+= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                  

( )ii  ถา 3n =  จะไดวา 

                 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )21 1

0
0

1 2 2

2 1 !

k k
k

kj j

k

j v j v
w x a x

k
δ

∞
= =

=

− − +
=

+

∏ ∏
∑                  

( )iii ถา 4n =  จะไดวา 

                                                        ( ) 0w x ≡                                        

บทแทรก 1. กําหนดให m  เปนจํานวนเต็มท่ีไมใชจํานวนลบ แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการ

เชิงอนุพันธ 

              ( )( )22 '' ' 2( ) ( ) 1 ( ) 0x y x xy x x m y x+ + − + =                      

จะอยูในรูป 

                   ( ) ( )
( )

( ) ( )
[ ]/2

2

0

!
4 ! 2 !

m
m k

k
k

m k
y x C x

k m k
δ −

=

−
=

−∑                       

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 
บทแทรก 2. ให q  เปนจํานวนเต็มบวกค่ี แลวผลเฉลยเชิงดิสทริบิวชันของสมการเชิงอนุพันธ 
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            ( )( )22 ''' '' 2( ) ( ) 1 '( ) 0x y x xy x x q y x+ − + + =                     

จะอยูในรูป 

                     ( ) ( )
( )

( )( ) ( )
1

2 2 1

0

!
4 ! 2 !

q

q k
k

k

q k
y x C x

k q k
δ

−

− +

=

−
=

−∑                 

โดยท่ี C  เปนคาคงตัว 
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-ทฤษฎีดิสทริบิวชันและสมการเชิงอนุพันธยอย  
-คณิตศาสตรเชิงตัวเลข(ไฟไนตเอลิเมนตและไฟไนตดิฟเฟอรเรนท) 
-ทฤษฎีก่ึงกลุม 
-คณิตศาสตรศึกษา(การศึกษาชั้นเรียน) 

6. ประสบการณท่ีเกี่ยวของกับการบริหารงานวิจัย  
- หัวหนาโครงการวิจัย : ชื่อโครงการวิจัย  
          1.เรื่อง“การแสดงทาทางในการสื่อสารทางคณิตศาสตรในวิธีการแบบเปด” ระยะเวลา 1 
มกราคม 2552 ถึง 31 ธันวาคม 2553 แหลงทุน ศูนยความเปนเลิศดานคณิตศาสตร 
          2.เรื่อง“การพัฒนาปฏิบัติการกิจกรรมการเรียนรูคณิตศาสตรสําหรับชั้นเรียนอนุบาล” 
ระยะเวลา 6 กรกฎาคม 2554 ถึง 5 กรกฎาคม 2555 แหลงทุน ศูนยความเปนเลิศดานคณิตศาสตร 
-ผลงานวิจัยตีพิมพในวารสารนานาชาติ: 

1.Sasitorn Pasjuso, Supot Seebut, Sampan Thinwiangthong and Yanin 
Kongthip, The Effect of Lesson study and open approach on gestural and verbal 
communication in mathematics classroom, Far East Journal of Mathematical 
Education Volume 5, Number 2, (2010) 107-117 
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2.Montri Thongmoon and Sasitorn Pasjuso, The numerical solutions of 
differential transform method and the Laplace transform method for a system of 
differential equations, Nonlinear Analysis:Hybrid System, (2010) 4425-4431 

3.Supot Seebut  and Sasitorn Pasjuso, Activities Based Teaching Strategies for 
Pre-Kindergarten Mathematics, Far East Journal of Mathematical Education Volume 9, 
Number 2, (2012) 151-159 
-ผลงานวิจัยนําเสนอในงานประชุมวิชาการระดับชาติ: 

Pongphan Mukwachi, Pairin Suwannasri, Sasitorn pasjuso and Supot Seebut, A 
Comparison of Three Numerical Approaches for  Solving the Two-Dimension 
Unsteady Advection-Diffusion Equation, The 17th Annual Meeting in Mathematics 
(AMM 2012), April 26–27, 2012 
-บทความวิชาการ เรื่อง “ทฤษฎีความอลวนกับอุตุนิยมวิทยา” ว.วิทยาศาสตร มข. ฉบับท่ี1 ปท่ี 40 
(มกราคม –มีนาคม 2555) 
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